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Introducion

Na formulacién matemética das leis que rixen moitos dos problemas fisicos figu-
ran, con frecuencia, ecuacions en derivadas parciais de orde igual ou superior a dous.
A resolucién analitica destas ecuacions é moi dificil ou imposible. Esta imposibili-
dade creou a necesidade do desenvolvemento de métodos para obter unha soluciéon

numérica aproximada por procedementos axeitados a cada problema concreto.

A solucién numérica dun problema con formulacion en derivadas parciais pasa
por un proceso de discretizacién (con diferenzas finitas, elementos finitos, elemen-
tos de contorno, volumes finitos,...) que nos permita avaliar a solucién nun nimero
finito de puntos do dominio. Esta discretizaciéon a mitido conduce a resolucion dun
gran sistema de ecuaciéns lineares onde as incégnitas son precisamente estes valores
numeéricos puntuais da soluciéon aproximada do problema fisico que orixina o siste-
ma. En gran parte destes problemas a matriz de coeficientes do sistema de ecuacions
é de orde moi elevada, pero a4 vez con moitos mais ceros que elementos non nulos

(matrices dispersas ou sparse matrices).

O uso do célculo vectorial e paralelo, a apariciéon de matrices dispersas e os pro-
blemas asociados aos erros de redondeo e o efecto de recheo que se producen na
aplicacion dos métodos directos, fan mais axeitados os métodos iterativos para a
resolucion destes grandes sistemas. Entre estes métodos, tenien especial relevancia

os algoritmos baseados nos subespazos de Krylov.

Os métodos apropiados para aproximar a soluciéon foron desenvolvéndose si-
multaneamente a evolucién dos computadores, de xeito que a eficiencia dun método
depende en gran parte da sia facilidade de implementacién e a sia adaptacion
a arquitectura da computadora utilizada. Deste xeito métodos como o do Gradente

Conxugado, publicado por Hestenes e Stiefel en 1952 [48, 10, 79, 73], adquiriron re-



2 Introducion

levancia nos ultimos trinta anos, que é cando atopou o soporte informatico axeitado
nos computadores vectoriais e paralelos. O principal inconveniente destes métodos

é que no caso dun sistema con matriz non simétrica son mal condicionados.

Por outra banda, o gran tamano destes sistemas fixo necesario o uso de novas
arquitecturas en computacion como a vectorial ou a paralela. A idea da compu-
tacion paralela é simple: consiste en diminuir o tempo de execuciéon dun programa
ou aplicacién repartindo o traballo computacional de xeito que varias instruciéns
poidan ser executadas & vez. Cada unha destas instruciéns exectitase nunha unidade
de computacion, que pode ser un fio (thread) ou un proceso, e que corre nun dos
nicleos dun procesador ou mesmo nun procesador. Para iso, ademais do hardwa-
re, foron desenvolvéndose diversos proxectos para a creacién do software necesario
na programacién paralela, como son HPF [54] (High Performance Fortran), PVM
[41] (Parallel Virtual Machine), MPI [1, 38, 62, 66] (Message Passing Interface),
OpenMP [1, 20, 21, 63], UPC [37] e outros.

Entre os métodos de resolucion de sistemas de ecuaciéns lineares, os primeiros
candidatos & implementacién en arquitecturas paralelas son os métodos iterativos
clasicos [64], como o método de Jacobi, usado na resoluciéon da ecuacion de Laplace
polo método de diferenzas finitas e doadamente paralelizable, ou esquemas de rela-
xacion de Jacobi como o Gauss-Seidel e a ordenacion en vermello e negro. Outros
métodos que tamén se encontran entre estes primeiros candidatos & implementacion
en paralelo son os baseados en subespazos de Krylov. Traballouse ademais na busca
de técnicas para acelerar a execucion destes métodos, xa sexa incluindo precondi-
cionadores [42, 72|, ou o uso de wavelets para modificar o sistema linear noutro
mais disperso [43], ou modificando os métodos para obter un mellor rendimento no
procesamento paralelo [22, 23, 24, 28, 31]. Entre estes tltimos estarian as variantes

en s-pasos obxecto de xeneralizaciéon e estudo nesta tese.

En todos estes métodos iterativos, ademais de produtos matriz dispersa por vec-
tor, a maioria das operaciéns utilizadas son produtos vector-vector e combinaciéns
lineares de vectores. Na librerfa de programas de alxebra linear BLAS (Basic Li-
near Algebra Subprograms [57]), escrita en Fortran e posteriormente traducida a
C, referimosnos a estas rutinas comunmente polos seus nomes SDOT e SAXPY, per-

tencentes ao nivel 1 de BLAS (BLAS 1). En programacién paralela resultan mais



eficientes as operacions entre matriz-vector e ainda mais matriz-matriz, pertencentes
estas aos niveis BLAS 2 e BLAS 3, respectivamente. Isto é debido a que, cos ultimos
niveis de BLAS, aumenta a razon entre o niimero de operaciéns e os accesos & me-
moria do computador e/ou as comunicaciéns. Polo tanto, nun computador paralelo
con nucleos BLAS paralelizados resultara tanto mais eficiente a implementacién en
paralelo cantas mais operacions haxa pertencentes ao maior nivel de BLAS posible.
Co recente auxe e desenvolvemento das arquitecturas multinicleo (multicore), nestes
ultimos anos publicdronse traballos [9, 31] que seguen esta mesma lina consistente

en diminuir as comunicaciéns fronte ao nimero de operacions.

Un intento por substituir unhas operacions de BLAS por outras dun nivel mais
alto constitieno as diversas variantes en s-pasos de métodos iterativos conecidos
ou métodos iterativos en s-pasos (s-step iterative methods) descritos por Chrono-
poulos e outros autores en [24] e [23] basicamente. A idea principal consiste en, a
partir de métodos clasicos de subespazos de Krylov como o Gradente Conxugado,
o Orthomin(m), etc, xerar en cada iteraciéon un bloque de s direcciéns que corres-
ponderan, en certo modo, as s iteracions xeradas polo método orixinal. A eficiencia
que se gafia na implementacién paralela é corroborada en [25] e [29]. Nun traballo
recente [28], o mesmo Chronopoulos en colaboracién con Kucherov, retoman estas
técnicas para proponer métodos iterativos en s-pasos para sistemas lineares con va-

rios termos independentes, conecidos como métodos en bloques.

O obxectivo desta tese é construir un marco tedérico que xeneralice os métodos
iterativos en s-pasos conecidos. A partir deste marco tedrico obténense novas varian-
tes doutros métodos que amplian o abano dos tipos de matrices nos que converxen.
En particular propénense novos métodos iterativos en s-pasos converxentes para
calquera matriz cadrada non singular, e polo tanto, non necesariamente simétri-
ca. Ofrécense tamén resultados numéricos obtidos na programacién paralela destes

métodos nas computadoras do Centro de Supercomputacién de Galicia (CESGA).

No primeiro capitulo desta tese preséntanse os antecedentes que deron lugar a
este traballo, comenzando cuns preliminares nos que se establece a notacién necesa-
ria. Lémbranse tamén algiins conceptos bésicos e resultados conecidos que deben ser
tidos en conta ao longo deste traballo. Posteriormente, nunha seccion deste primeiro

capitulo, resumense os métodos iterativos en s-pasos propostos por Chronopoulos
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e outros autores nas suas publicacions. Na ultima parte deste capitulo describese o
Algoritmo Xeral de Ortogonalizaciéon (AXO) seguindo a referencia [51], onde apare-
ce proposto, ou [4] onde tamén se desenvolve. Este algoritmo xeneraliza os métodos
tipo Gradente Conxugado, e poden obterse, mediante a axeitada substitucién de
dias matrices parametro, métodos conecidos como o Gradente Conxugado, Residuo

Conxugado, Erro Minimal, Ecuacién Normal, Residuo Minimal, etc.

No capitulo 2 proponse unha variante en s-pasos do Algoritmo Xeral de Ortogo-
nalizacién, que se denotard por s-AXO. Este método en s-pasos consiste en aplicar
as técnicas dos métodos en s-pasos de Chronopoulos ao Algoritmo Xeral de Orto-
gonalizacién que foron expostos no capitulo anterior. Do mesmo xeito que o AXO
xeneraliza os métodos tipo Gradente Conxugado, o s-AXO xeneraliza as variantes
en s-pasos destes mesmos métodos. Constriese tamén o marco tedrico onde se en-
cadra esta variante, demostrando algins lemas de ortogonalidade e un teorema de
converxencia, asi como da estimacion do erro. Asi mesmo dase unha variante en
s-pasos para a version Orthomin deste algoritmo xunto cun teorema de converxen-
cia. Na ultima seccién deste capitulo proponse unha version do s-AXO no que se
aplica o método modificado de Gram-Schmidt para ortonormalizar, respecto dunha
determinada matriz, os vectores calculados en cada iteracion do método. Isto faise
co obxectivo de ganar estabilidade nestas variantes en s-pasos, e baseandose no tra-
ballo realizado en [29].

No capitulo 3 exponese os métodos iterativos en s-pasos particulares que se ob-
tenen substituindo no s-AXO as diuas matrices pardmetro por matrices concretas.
Alguns destes métodos foron xa propostos anteriormente, como a variante en s-pasos
do Gradente Conxugado, a do Gradente Conxugado Precondicionado, a do Residuo
Conxugado, a da Ecuacién Normal ou a do Residuo Conxugado Xeneralizado (e a
do Residuo Minimal como a versién Orthomin(1) deste método). Se ben as versiéns
que neste capitulo se presentan son aquelas nas que se aplica o método modifica-
do de Gram-Schmidt para ortonormalizar os vectores calculados en cada iteracion.
Entre os casos particulares obtidos do s-AXO, xorde unha variante en s-pasos non
conecida ata o momento que ¢ a do Erro Minimal, e que resulta converxente para

calquera tipo de matriz cadrada non singular e non necesariamente simétrica.

No capitulo 4 proponse unha variante en s-pasos dunha segunda forma do Algo-



ritmo Xeral de Ortogonalizacién que tamén vén descrito nas referencias [51] e [4].
Esta segunda forma é equivalente a4 primeira, mais dela pédese obter un método
conecido como o Algoritmo da Dobre Serie Ortogonal, proposto en [5], e que é con-
verxente para calquera matriz cadrada non singular. En consecuencia, neste capitulo
proponse unha nova variante en s-pasos dun método concreto que é o da Dobre Se-

rie Ortogonal, e que é tamén converxente para calquera matriz cadrada non singular.

No capitulo 5 proponse unha nova variante en s-pasos, a do Gradente Biconxu-

gado que, se non dexenera, converxe para matrices cadradas non singulares.

No capitulo 6 expdénense os resultados numéricos obtidos coa programacién pa-
ralela destes métodos iterativos en s-pasos na maquina Finis Terrae do Centro de
Supercomputacién de Galicia (CESGA). Os cédigos dos programas son realizados
en Fortran 95 e usando directivas OpenMP para a stua paralelizacion. Na sua execu-
cion utilizaronse matrices exemplo obtidas da Harwell-Boeing Collection na péaxina
web [61].

A memoria finaliza cunha exposiciéon das conclusions, facendo fincapé nas apor-
tacions orixinais incluidas na mesma. Tratase neste capitulo tamén de indicar as
posibles linas de investigacién futuras que derivan deste traballo, nas que habera que

abordar algunhas das cuestiéns pendentes que quedan por completar ou resolver.
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Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo establécese a notacién utilizada nesta memoria asi como os concep-
tos basicos e resultados necesarios para abordar os contidos dos seguintes capitulos.
Na primeira seccién introdicese a notacion e exponense algtiins resultados bésicos.
Nunha segunda seccién preséntanse, de xeito resumido, os métodos iterativos en s-
pasos publicados por Chronopoulos [23, 24, 28|. Finalmente, tamén de xeito resumi-
do, describese na terceira seccién o Algoritmo Xeral de Ortogonalizacién publicado
en [51].

1.1. Notacions e resultados basicos

A partir de agora suporase que A é en xeral unha matriz real cadrada e non
singular de orde n e ||-|| denota a norma 2 en R™ [18, 72]. Dise que A é dispersa se ten
a maior parte dos seus termos nulos. Denétase por M,,s (R) a dlxebra das matrices
reais de orde n X s coas operaciéns habituais. A parte simétrica e antisimétrica de

A denétase por A% e A% respectivamente e definese como:

AS = %(A+At) (1.1)
AeS %(A oy (1.2)

Se M é unha matriz cadrada de orde n calquera, entéon a norma matricial de M

inducida pola norma 2 de R™ é

M
I21]) = mix 121
S

e o condicionamento de M respecto da norma 2
cond(M) = ||[M]| [[M~]|.

7



8 Capitulo 1. Preliminares

Cumprese ademais que, para todo v € R”
< Mv,v >= (Mv)lv =v'M'v =< v, M'v > . (1.3)

Se ademais M ¢é simétrica definida positiva, entéon todos os autovalores de M son
reais. Dendtase por Apsx(M) € Amm (M) ao maximo e minimo valor propio de M,

respectivamente. O condicionamento de M neste caso é

>\méx<M)
cond(M) = ————.
( ) )\min(M)
Lémbrese que, para todo v € R"
Amin (M) [[0]]* << v, Mo >< A (M) [[0]|*. (1.4)
A matriz de orde n x s que forman os vectores columna de R", vy, ..., vy, denotarase
por
(v |vg ...| vg)
e
£{’U1, ,’Us}
indicara o subespazo vectorial que xeran. Do mesmo xeito, se Ay, ..., A, son matrices

reais de orde n X p, a matriz de orde n x ps que forman escribirase

(A1 Az ...| A)

£{A1, .., A}

indicara o subespazo vectorial xerado polos vectores columna de todas as matrices.
Asimesmo, chamase espazo rango dunha matriz ao subespazo vectorial xerado polos

seus vectores columna.

Sexa N unha matriz cadrada de orde n X n simétrica e definida positiva, e u, v

dous vectores de R". Dise que u e v son N-ortogonais se
<u,Nv>=0
e son N-ortonormais se ademais

<u,Nu>=1 e <v,Nv>=1.
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Se N = I, a matriz identidade de orde n x n, dise que os vectores son ortogonais ou
ortonormais, respectivamente. Analogamente, se P e () son dias matrices de orde

n X s calesquera, dise que P e () son N-ortogonais se
P'NQ =0,

o que equivale a que os vectores columna de P sexan N-ortogonais cos vectores
columna de ). Se N = [, a matriz identidade de orde n x n, dise que P e () son

ortogonais.

Sexa b € R™ un vector columna. Un sistema de ecuaciéns lineares con matriz de

coeficientes A é
Az = b, (1.5)

onde x = (21, ..., x,)" é o vector columna de incgnitas. A solucién exacta do sistema
vaise denotar por ¢ € R". Se a matriz A é dispersa dise que o sistema é disperso.
Para a resolucién numérica destes sistemas existen métodos numéricos directos e
métodos iterativos, mais convenientes na resolucién de grandes sistemas dispersos.
Entre os métodos iterativos estan os métodos clasicos como Jacobi, Gauss-Seidel,
Relaxacion ([72, 73]), etc, e os baseados en subespazos de Krylov. Estes tltimos son

os que van ser obxecto de estudo neste traballo.

Recérdase a continuacién o concepto de subespazo de Krylov.
Definicién 1.1 Para cada v € R", v #0 e s € N, o0 subespazo vectorial
L{v, Av, A%, ... A" v}
chamase subespazo de Krylov de orde s, e denotarase por Kq(A,v).

En xeral a dimensién de ICs(A, v) é menor ou igual que s se s < n, mais hai casos

préacticos onde ¢ igual a s.

Lémbrese que un polinomio monico é o que ten o coeficiente do termo de maior

grao igual a 1.

Definicién 1.2 Seza v € R". Definese o grao de v respecto da matriz A, como o

grao minimo dun polinomio mdnico p(\) tal que p(A)v = 0.
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Observacion 1.1 Se A é unha matriz non singular, entdn o polinomio p(\) debe ser
de termo independente non nulo, pois do contrario \"'p(\) seria tamén un polinomio

monico tal que A~ 'p(A)v =0, de grao unha unidade menor que p(\).

Denotarase ao grao de v respecto da matriz A como grao 4(v). Como consecuencia
do teorema de Cayley-Hamilton que asegura que toda matriz é raiz da sia ecuacion
caracteristica (por exemplo [72]), o grao de v respecto de A nunca serd maior que n.
Nos seguintes lemas verase a relacion entre este concepto e a dimensién do subespazo

de Krylov K4(A,v). As demostraciéons dos mesmos seguen as ideas expostas en [72].

Lema 1.1 Seza v € R", v # 0. Se grao,(v) = m e s > m, enton Ks(A,v) é A-
invariante, € dicir, AKCs(A,v)=Ks(A,v). Ademais,

Ky(A,v) = Ko(A,v). (1.6)

Demostracion:
Para ver que K (A,v) é A-invariante bastard ver que A*v € K (A,v) e que
v € AKs(A,v), pois os outros xeradores coinciden. A demostracion faise por indu-

cién sobre s:
Se s = m = grao,(v) entén existen Ag, ..., As_1 € R tales que

A% = Mg 1 Ao+ o Ao (1.7)

e como consecuencia A*v € K4(A,v). Ademais, como A é non singular, da ob-
servacion 1.1 tense que Ay # 0 do que se deduce que v € AK (A,v). Ademais,
Ks(A,v) = K,,,(A, v) trivialmente.

Supénase agora o lema certo para s > m = grao,(v) e prébase que entén é certo
para s + 1. Dado que A*"lv = A(A%) e A% € AK (A, v), por ser Ky (A,v) un

subespazo A-invariante pola hipétese de inducion, tense que
Aty € AKL(A,v), (1.8)
o cal demostra a primeira parte, pois AK (A, v) C Ksi11(A,v) de xeito inmediato.

Por outra banda, tense que v € AK,11(A,v) por ser grao,(v) = m < s e

verificarse como consecuencia da observacién 1.1

A"y = Ap 1 A0+ - Ao, con Ay # 0. (1.9)
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Para demostrar que K4(A,v) = I, (A, v) basta ver que
Amy, Ay A € (A, ).

Da ecuacién 1.9 tense que A™v € KC,,,(A, v). Multiplicando sucesivamente por A na

ecuacion 1.9 vaise deducindo a pertenza do resto dos vectores a K,,(A4,v). B

Estase agora en condicions de determinar a dimensién dun subespazo de Krylov

de xeito xeral.

Lema 1.2 Verificase:
dim(Ks(A,v)) = min{s, grao,(v)}. (1.10)

Demostracion:

Sexa s < grao,(v). Entén os s xeradores de K (4,v), {v, Av, ..., A*"tv}, son
linearmente independentes se e so se, para calquera conxunto de escalares a; € R,
i =0,...,5 — 1, a igualdade agv + ajAv + - + a,_1 At = 0 implica o; = 0,
1=20,...,8 — 1, o cal é certo pola definicion 1.2, posto que en caso contrario seria
grao, (v) < s. En consecuencia dim(Ks(A,v)) = s. Para s > grao,(v) o resultado

¢ consecuencia directa da segunda parte do lema 1.1. B

Dados dous subespazos vectoriais IC,, e L,, de dimensiéon m en R”, unha pro-
xecciéon P de R™ no subespazo KC,, e ortogonal a L£,, é unha aplicacién linear tal
que P* = P, a stia imaxe é K,, e o seu nicleo o subespazo ortogonal a L£,,. Cando
L,, = IC,, dise que a proxecciéon ¢é ortogonal, en caso contrario ¢ unha proxeccion

oblicua.

Os métodos iterativos baseados en subespazos de Krylov resolven numericamen-
te un sistema linear mediante un proceso de proxecciéon onde IC,, = K,,(A,rq) e
L,, €é outro subespazo de Krylov que pode ou non coincidir co propio K,,. En cada
iteraciéon obtense unha solucién aproximada x,, no subespazo afin x¢ + KC,, (A, r0)
imponendo a condicién de que o residuo r,, = b— Ax,, sexa ortogonal a un determi-
nado subespazo £,, de dimensién m. Esta condicién é equivalente a que P(r,,) =0

e conécese como a condicion de Petrov-Galerkin.

No desenvolvemento destes métodos é fundamental que os subespazos de Krylov

sexan de dimensién maxima, é dicir, que dim(K4(A,r;)) = s para todo i = 0,1, ...,
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pois do contrario o método pode dexenerar sen ter converxido. A ruptura do método
por esta razén é, en teoria, pouco probable. Ainda no caso no que se dera, teriase
conseguido dar coa soluciéon exacta do sistema. E por isto que a esta circunstan-
cia se lle atribiie o termo en lingua inglesa lucky breakdown. O lema que segue a

continuacion é o que permite facer esta afirmacion:

Lema 1.3 Apliquese un método iterativo baseado en subespazos de Krylov para a
resolucion numérica do sistema de ecuacions lineares Ax = b e sexa r; = b — Ax;,
i=0,1,...,m, o residuo do i-ésimo iterante. Entdn, se dim(ICs(A,rp)) =m < s, a

solucion do sistema € exacta na iteracion m do método.

Demostracion:
Sexa x,, a solucion aproximada obtida polo método iterativo na iteraciéon m.

Sexa P a proxeccién de R™ en /C,,,(A, ry) asociada ao método. Tense entén que

Ty € To + ’Cm(A,T’()) (111)

P(r) = P(b — Ax,,) = 0. (1.12)

Utilizando a linearidade de P, pddese expresar

P(r,,) = P(b— Azo) + P(Axy — Axy,). (1.13)
Como
Ty = b— AQ?O S ’Cm(A,To) (114)
e
Axg — Az, € Kin(A, 7o) (1.15)

por ser K., (A, 19) A-invariante e xg — z,,, € K,,(A, 1), tense que
P(ry,) =b— Axy + Axg — Az, = 1y, (1.16)

e polo tanto

e enton a solucion z,, é exacta. W
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1.2. Meétodos iterativos en s-pasos de Chronopou-

los

As variantes en s-pasos (s-step iterative methods) de métodos iterativos base-
ados en subespazos de Krylov foron introducidos por Chronopoulos en [22], [23] e
[24] coa intencion de substituir operaciéns tipo BLAS 1 ou BLAS 2 por outras tipo
BLAS 2 ou BLAS 3 de xeito que a programacion en arquitecturas paralelas destas
variantes fora mais eficiente que a dos métodos orixinais. As primeiras variantes en
s-pasos publicadas foron a do Gradente Conxugado e a do Residuo Conxugado en
[24] por Chronopulos e Gear [22]. Ao igual que os métodos orixinais, estas variantes
converxen para matrices simétricas e definidas positivas. Posteriormente, en [23],
Chronopoulos xeneraliza estas variantes para os algoritmos Xeneralizado do Resi-
duo Conxugado (XCR), o do Minimo Residuo (MR) e o Orthomin(m) e polo tanto
métodos converxentes para algins tipos de matrices non necesariamente simétricas

e non necesariamente definidas positivas.

Os métodos iterativos en s-pasos consisten en construir en cada iteracién unha

base dun subespazo de Krylov do tipo
Ko(Av) = £{v, Av, A%, ..., A v} (1.18)

de dimensién s, o cal é equivalente a que o grao de v respecto da matriz A sexa maior
ou igual a s. Despois, mediante un procedemento axeitado de proxeccion sobre dito
subespazo, calciilase o seguente iterante de xeito que minimice, segundo o método
considerado (GC, XCR, Orthomin(m), etc...), ou ben o erro ou ben a norma do

residuo.

Se ¢ € R™ denota a solucion exacta do sistema, o Gradente Conxugado minimiza
o funcional
E(x)=<c—z,Alc—1x)>.

O algoritmo cléasico é o seguinte:

Algoritmo 1.1 (Gradente Conxugado (GC)).
Sexa xy € R"

po=r10=">b— Axg

Para1=0,1,2,... ata converzencia

< T, Ti >
= 1.19
“ < Ap;,p; > ( )
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Tiy1 =Ti — a; Ap; (1-21)
< Tit1, Tit1 >

= 1.22

ﬁ < T, T > ( )

Pit1 = Tit1 + Bipi (1.23)

Fin
Lémbranse os seguintes resultados [4, 51, 72]:

1. Cada residuo r; é ortogonal aos anteriores rg, ..., Tx_1.

2. As direcciéns de descenso p; son A-ortogonais entre si, é dicir:

<Apz-,pj >=0 se 1#].

3. Cumprense as siguientes igualdades entre os espazos xerados polos residuos,

as direcciéns de descenso, e o subespazo de Krylov IC (A, ro)
le(A, 7“0) == f{?"o, 1, ... ,’I"k_l} == £{p0, 7pk;—1}- (124)

Polo tanto, da definicién de z;,, prébase por inducién que

k
Tpy1 = o + E Q;Di,

=0

e de (1.24) séguese que
k

i
Tpy1 = To + E a;A'ro,

1=0

onde o;,a; € R, 7 =0, ..., k, son escalares.

Entén, se s < n e o GC non converxe en menos de s iteracions, a dimension do
subespazo £L{rg,r1,...,7s_1} ¢ maxima por ser os residuos 7o, 71, ...,7s_1 distintos
de cero e ortogonais entre si. Deste xeito, se, para cada ¢ = 0,1, 2, ... ata a conver-
xencia, o grao de r; respecto de A é maior ou igual que s, a variante en s-pasos
do GC obtense xerando en cada iteracion os s vectores linearmente independentes
{r;, Ar;, A%r;, ..., A*7Ir;} e facendo que sexan A-ortogonais s s direcciéns calcula-

das na iteracién anterior.
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Finalmente, se ¢ denota a solucion exacta do sistema, calctilase o novo iterante

e 0 novo residuo de xeito que o funcional
E(x)=<c—a,A(c—1) >,
sexa minimo sobre a variedade afin
x; + Ks(A, ;).

Deste xeito a variante en s-pasos do Gradente Conxugado que se propén en [24] é a

seguinte:

Algoritmo 1.2 (Gradente Conxugado en s-pasos (s-GC)).
Sexa xo € R"

po=ro=0b— Axg,...,p5 = A" rg

Para:1=0,1,2,... ata converzencia

calcilanse os coeficientes a) resolvendo

aj < ph Ap; >4 +af <pi Apf > = <y, Ap} >
al < pi, Apl >+ +ai <pi, Api > = <r;, Api >
Tip1 = T+ a;p; + aip; + -+ aip; (1.25)
Tit1 = b—AQfH_l (126)

calcilanse os coeficientes bgj’l) de xeito que < pgﬂ, Apt >=0para 1 < j 1 <s

,8 )
Py = 0l b e
Py = A+ bPUpl e b pf
............ 3
Py = ATl b Yph 4 b
Fin
Para cada + = 0,1, 2, ..., dendtase por W, & matriz simétrica de orde s X s de

xeito que, para 1 < j,1 < s, o termo da fila j-ésima e columna [-ésima é < p{, Apl >
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A matriz W; é non singular xa que p;, ..., p; son linearmente independentes. Para

. i, . . .
obter os coeficientes bz(»j ) 6 preciso resolver os s sistemas lineares
Wit = cl

onde

¢ = (< A7V, Apl >, < A, Apy >)

con 1 < j <s. En [24] deméstrase que este método converxe ao sumo na parte en-
teira de n/s iteraciéns se A ¢ unha matriz cadrada non singular simétrica e definida

positiva.

En [23] proponse a variante en s-pasos do algoritmo do Minimo Residuo. Su-
ponendo que, para cada ¢ = 0,1, ... ata a converxencia, o grao de r; respecto de A

¢ maior ou igual que s, constriese en cada iteracion o subespazo de Krylov
-1
ICS(A, 7'2') = £{7"i, Ari, ey A® Ti}
e despois obtense
1 -1
Tip1 =X +a; v+ +a; Ay
calculando os coeficientes {a}, ..., a5} de xeito que se minimice o funcional
E(z) = b — Az| = ||
sobre a variedade afin
T; + ]Cs(Au ri)a
sendo o novo residuo ;.7 = b — Aw; 1. Isto é equivalente a que o residuo r;;1 sexa

ortogonal a AKCs(A,r;). Enton o algoritmo resulta o seguinte:

Algoritmo 1.3 (Minimo Residuo en s-pasos (s-MR)).
Sexa xo € R"

ro = b — Axg

Parai=0,1,2,... ata converzencia

calcilanse os coeficientes al resolvendo

al < Arg, Ary >+ +ai < Ary, Ay > = <1y, Arp >

7

al < ASry Arg >+ 4 ab < ASry, ASry > = <y, Ay >
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Tip1 = 2 +ajr; +af Ary + -+ ai Ay (1.27)
Tiv1 =b— Awiyy (1.28)

Fin

A partir da variante en s-pasos do Minimo Residuo pddese construir a variante
en s-pasos do algoritmo Xeneralizado do Residuo Conxugado (s-XRC) e a do s-
Orthomin(m), imponendo en cada iteracién que as s direcciéns do subespazo de
Krylov ICs(A, r;) sexan A A-ortogonais simultaneamente aos m subespazos de Krylov
anteriores, no caso do s-Orthomin(m), ou a todos os subespazos de Krylov anteriores,

no caso do s-XRC. O seguinte algoritmo engloba entén os dous métodos:

Algoritmo 1.4 (s-XRC ou s-Orthomin(m)).
Sexa o € R"

Py =10 =">b— Axg,...,p5 = A rg
Parai=0,1,2,... ata converxzencia

calcilanse os coeficientes al resolvendo

al < Ap}, Apl >+ 4 af < Api, Ap; > = <1, Ap} >
aj < Apf, Ap} > 4+ aj < Ap;, Apy > = <y, Ap} >
Tipr = T+ a;p; + ap; 4 -+ alp; (1.29)
Tit1 = b— A$i+1 (130)

Para k =h,...,i (h=0 se s-XRC ou h =1i—m+ 1 se Orthomin(m)),
calculanse os coeficientes b,(j’l) de zeito que < Apgﬂ, Apl >=0 para 1 < j,1 < s

pil+1 = 1+ Z (bl(€171)p]1c + 4 b](gLS)pZ)
k=h
k=h
P = A3 (B 00
k=h )

Fin
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A variante en s-pasos do Orthomin(0) é a variante en s-pasos do Minimo Residuo
e a variante en s-pasos do Orthomin(1) coincide coa variante en s-pasos do Residuo

Conxugado cando a matriz A é simétrica definida positiva.

Non obstante a converxencia destes métodos non esta garantida para todo tipo
de matriz cadrada non singular. En [23], por exemplo, demdstrase que estes métodos
converxen para toda matriz cadrada non singular e simétrica, nonsimétrica definida

e algunhas nonsimétricas indefinidas.

Ademais das variantes dos métodos mencionados, en [22] Chronopoulos presenta
unha variante en s-pasos do método da Ecuacién Normal, converxente para toda
matriz cadrada non singular e que consiste en aplicar o Gradente Conxugado ao

sistema

AlAz = A'. (1.31)

Mais este método pode estar comprometido cualitativamente polo gran condiciona-

mento do sistema, pois a tasa de converxencia é da orde de cond(A*A).

En [2] preséntase unha variante en s-pasos do algoritmo da Dobre Serie Orto-
gonal. A versién orixinal deste algoritmo pode verse en [5]. Esta variante volvese a
presentar mellorada no capitulo 5 desta tese e ten como vantaxe a converxencia do

método para toda matriz cadrada non singular.

A pesar das propiedades de converxencia para as variantes en s-pasos demos-
tradas nestes artigos e a maior eficiencia no calculo paralelo corroborada polos re-
sultados numéricos publicados, o tamano do pardmetro s esta limitado (s < 5) por
problemas de estabilidade numérica. Chronopoulos e Swanson introducen en [29]
unha modificacién nas variantes do XCR e o Orthomin(m) coa intencién de resol-
ver este problema. A modificacién consiste en A’ A-ortonormalizar as s direcciéns
calculadas en cada iteraciéon do algoritmo usando o método Modificado de Gram-
Schmidt. Deste xeito obténense resultados sen problemas de estabilidade numérica

para valores de s ata s = 14.

Recentemente Chronopulos e Kucherov introduciron en [27] e [28] variantes orto-
normalizadas en s-pasos dos métodos en bloques do XCR e do Orthomin(m). Estes

métodos en bloques son algoritmos para a resolucion de sistemas lineares con multi-
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ples termos independentes, os cales aparecen, por exemplo, na resolucién numérica

de problemas de control éptimo de ecuacions en derivadas parciais.

1.3. Algoritmo Xeral de Ortogonalizacién (AXO)

Se a matriz A non é necesariamente simétrica nin definida positiva, existe unha
xeneralizacion do método do Gradente Conxugado, o Algoritmo Xeral de Ortogo-

nalizacién (AXO), que se describe seguidamente de xeito resumido [4, 51].

Partindo do sistema linear Ax = b, con A matriz cadrada non singular de orde n
e b e R" sexan H e K matrices cadradas de orde n coa stia parte simétrica definida

positiva. Introdiicense as seguintes matrices:
N = A"H5A (1.32)

M = L'NL (1.33)

onde K*° = LL, é dicir, LL! é a factorizacién de Cholesky da parte simétrica de K.

Para todo r € R™ definese E(r) =< r, Hr >. Xa que
E(r) =< H'r,r >=<1r, Hr >,

verificase tamén
1
E(r) =<, §(H + HYr >=<r, H > . (1.34)

Posto que H® é definida positiva, verificase que E(r) é unha funcién estrictamente
convexa. O seguinte algoritmo é un algoritmo de ortogonalizacion que tamén mini-

miza a funcién E(r) sobre R™:

Algoritmo 1.5 (Xeral de Ortogonalizacién (AXO)).
Sexa xy € R"

ro =0b— Axg = Az — )

go = A'HSrg = A'HS A(z — 20) = N(z — x0)

Po = Kgo

Parai=0,1,2,... ata converzencia

< Gi,Pi >

=2t 1.35
“ <pZ7Np7,> ( )
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Tip1 = Ti + Qup; (1.36)
gi+v1 = i — OéZNpZ = AtHSTi_H (137)
< Kgi1,Np, > )
I N EYEY (1.38)
<p, Npl >
pit1 = Kgip1 + Zﬁzl'+1pl (1.39)
1=0

Fin

Denominanse residuos xeneralizados aos vectores g;, e direccions de descenso
zeneralizados aos vectores p;. As seguintes propiedades estdn demostradas en [51]
ou [4]:

1.r,=b—Ax;,,1=0,1,2, ...

2. < pi, Np; >= 0 para todo i # j.

3. < gi,p; >= 0 para todo 0 < j <.
4. < g;,Kg; >= 0 para todo 0 < j <.
5. Se fosen gg ... g,—1 # 0 ent6 g, = 0.

Unha propiedade importante do Algoritmo Xeral de Ortogonalizacién, e que
pode verse en [51], é que o subespazo que xeran as k primeiras direcciéns de descenso
xeneralizados é o mesmo que o subespazo de Krylov Ky (KN, K go). No seguinte lema

entnciase esta propiedade.

Lema 1.4 No Algoritmo Xeral de Ortogonalizacion cimprese que:

£{p07 7pk} -

(1.40)
= £{Kgo, Kq1,..., Kgr} = £{Kgo,(KN)Kgqy, ..., (KN)ngO}.

Ademais, o residuo r;y 1 minimiza o funcional E(r) sobre o subespazo afin xy +

£{p0a "'7pi—1}-

Demostracion:
Desenvoélvese aqui de xeito mais detallado a demostracion deste lema que vén

dada en [51]. A inclusién

£{p07"')pk} C £{K907Kglu“'7ng:} (141)
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demostrase por inducién sobre k, xa que pg = Kgg e se k =1,
p1 = Kgi + 8po = Kg1 + B/ Kgo. (1.42)

Supdnse agora certo o resultado para k£ > 1, entén

k
Per1 = Kgrp1 + Zﬁiﬂpz (1.43)
1=0

e pola hipotese de inducion tense a inclusion:
£{po, s Prr1} C £{K g0, Kg1, ..., Kgrs1}- (1.44)
A igualdade concliese da independencia linear de {po, ..., pr}, xa que
dim £{po, ....,px} = k + 1 < dim £{K g0, K1, ..., Kgr} <k + 1. (1.45)
A igualdade
£{Kgo, Kg1, ..., Kgi} = £{Kgo, (KN)Kgo, ..., (KN)"Kgo} (1.46)
é certa trivialmente para k = 0. A inclusion
£{Kgy,Kq,..., Kgi} C £{Kgy,( KN)Kgp, ..., (KN)"Kgy} (1.47)

prébase por inducion sobre k:
Se k=1,
g1 = go — aoNpo = go — o N K go, (1.48)

o cal demostra a inclusién para k = 1. Suponse a inclusion certa para k € N. Como
Gk+1 = gk — N py (1.49)

epr € £L{Kgo,Kgi,..., Kgi}, concliese pola hipétese de inducién que
Kgip1 € £{Kgo,(KN)Kgo, ..., (KN)"*"Kg}. (1.50)

Para probar a igualdade, razdase de xeito similar & igualdade anterior, tendo en
conta que {Kgo, Kgi,..., Kgr} son tamén linearmente independentes como conse-

cuencia da igualdade anterior. B

En consecuencia, o AXO converxe en n iteracions ao sumo. Ademais, a seguinte

estimacién do erro estd demostrada en [51] ou [4]:

Ammw(K—l)SL))i
cond(M)

E, < E, (1 - (1.51)
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e, se a matriz K é simétrica:

(1.52)

Debe observarse que se a matriz K é simétrica entén, pola propiedade 4 e a
definicién de g; 1, tense que ﬁfH = ( para todo 0 < [ < i e, deste xeito, para o
calculo de p;41 non faria falta ter en conta todos os p; anteriores. Porén, no caso
de que a matriz K non sexa simétrica, fanse necesarios todos os p; anteriores para
o calculo de p;;1, o cal supén un problema de almacenamento cando o nimero de
iteracions ¢ grande. Este problema resolvese en parte utilizando para o calculo dos
pi+1 unicamente as m direcciones anteriores, sendo m un parametro previamente
escollido. Obtense asi unha nova variante do método chamado Orthomin(m) que se

menciona mais adiante.

No algoritmo 1.5 poden facerse distintas elecciéns das matrices H e K, obten-
do como casos particulares algins dos métodos iterativos conecidos baseados en

subespazos de Krylov:

s Se H=A"1e K =1, entén N = A e tense o algoritmo 1.1 do Gradente

Conxugado, converxente para A simétrica definida positiva.

s SeH=ITeK=A"" entén N = A'A e o algoritmo é o do Residuo Conxugado,

converxente para A simétrica non singular:

Algoritmo 1.6 (Residuo Conxugado (RC)).
Sexa xo € R"™
po =10 =b— Axg
Parai=0,1,2,... ata converrencia
< i, Ap; >

YT Ap, Ap, >
Tit1 = Tj + Q4P;
Tiv1 =T — q; Ap;
8 = < Arip, Ap; >

< Ap;, Aps >

Dit1 = Tit1 + Bipi

Fin
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» Se H=1Te K =1,entén N = A'A e o algoritmo que resulta é o da Ecuacién

Normal, converxente para A cadrada non singular:

Algoritmo 1.7 (Ecuacién Normal).

Sexa xo € R"
To = b— Al’o
Po = Alrg

Parai=0,1,2,... ata converrencia
< AtT’Z‘, At’l“i >
a; =

Tip1 = Ti + Q4P;

Tig1 = 1i — 0 Ap;

B = < Alrigg, Alrigy >
! < Atri, AtT'Z' >

pit1 = A'rig + Bips
Fin

» Se H = (AA")™' ¢ K = A'A, entén N = I e tense o algoritmo do Erro

Minimal, converxente para A cadrada non singular:

Algoritmo 1.8 (Erro Minimal).

Sexa xo € R"
To = b— ASL’O
po = A'rg
Parai=0,1,2,... ata converzencia
<71, >
o = ————
<pipi >

Tit1 = Tj + P
Tig1 =T — OéiApz'
B = < Tit1, Vi1 >
A SL A
<TiTi >

piv1 = A'rigy + Bips
Fin

» No caso en que A non sexa simétrica e se escolle H = [ ¢ K = A~!, como no

Residuo Conxugado, entén N = A'A mais K non é simétrica. O algoritmo que
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se obtén é o do Residuo Conxugado Xeneralizado, converxente se A° ¢é definida

positiva:

Algoritmo 1.9 (Residuo Conxugado Xeneralizado (RCX)).
Sexa xo € R"
po =710 =b— Axg
Parai1=0,1,2,... ata converxencia
0 - < 1y, Ap; >

"< Apy, Aps >
Tip1 = T + P;
Tig1 = 1i — @ Ap;

;< Ariga, App >

- 0<i<q
b= —dpdp > VSisi

Pit1 = Tig1 + Z ﬁfpl
1=0
Fin

A variante Orthomin(1) do Residuo Conxugado Xeneralizado conécese como

o algoritmo do Residuo Minimal, converxente se A% é definida positiva:

Algoritmo 1.10 (Residuo Minimal).

Sexa xo € R"

po =10 =b— Axg

Parai=0,1,2,... ata converzencia

- <r;, Ap; >

Y < Api, Api >

Tip1 = Ty + Qp;

Tip1 = 1i — 0 Ap;

8 = < Arip, Ap; >
"< Apg, Aps >

Pir1 = i1 + Oipi

Fin



Capitulo 2

Variante en s-pasos do AXO e
Orthomin(m)

O AXO é un método de Krylov e, polo tanto, as direccions xeradas en cada ite-
racién forman unha base dun subespazo de Krylov. Este feito permite neste capitulo
construir unha variante en s-pasos do Algoritmo Xeral de Ortogonalizacién (a partir
de agora s-AXO). Prébanse ademais algunhas propiedades desta variante e obtense
un teorema de converxencia. O capitulo complétase cunha variante en s-pasos do
método Orthomin e a inclusion nestas variantes da ortonormalizacién dos subespazos

de Krylov co fin de obter unha mellora na estabilidade.

2.1. Variante en s-pasos do AXO

A seguinte definicién simplificarda a notacion que se vai usar ao longo deste tra-
ballo:
Definicién 2.1 Sexan,s € N (s <n), M € M,x, (R). Definese a aplicacion
Ay R — My (R)

por:
Ay (v) = (v |Mv| M?v|...| M* ) para todo v € R™. (2.1)

Respecto & aplicacion A, definida, hai que ter en conta as seguintes observaciéns

de inmediata comprobacién:

1. Ay (au+ pv) = aAy(u) + BA(v) para todo o, 5 € R e u,v € R, é dicir,

A € unha aplicacién linear.

25
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2. Ay (M*v) = M*Ay(v) para todo v € R® and k € N.

En concordancia co que se fai no AXO, sexa o sistema linear Ax = b, con A
matriz cadrada non singular de orde n e b € R", e sexan H e K matrices cadradas
de orde n coa sta parte simétrica definida positiva. Introdiicense tamén as seguintes

matrices:

N =A"H%A (2.2)
M = L'NL (2.3)

onde K° = LL, é dicir, LL! ¢ a factorizacién de Cholesky da parte simétrica de K.

Do mesmo xeito, para todo r € R™ definese E(r) =< r, Hr >, e verificase tamén
1 t S
E(r)=<r, §(H + H)r >=<r,H’r >. (2.4)
Posto que H® é definida positiva, tense que E(r) é unha funcién estrictamente con-

vexa.

Asi, se para cada i = 0,1,2,... ata a converxencia, graoyy(Kg;) > s, entén
Ks(KN, Kg;) é o espazo rango da matriz A gy (K g;). Polo tanto, se graoy y(Kg;) > s
para todo i = 0, 1, 2, ... ata a converxencia, a variante en s-pasos do Algoritmo Xeral

de Ortogonalizacién (s-AXO) é a seguinte:

Algoritmo 2.1 (s-AXO).

Sexa xo € R"
To = b— A.]fo
go = AtHSTO

Py = Agn(Kgo) = Qo

Parai=0,1,2,... ata converzencia

W; = (P)'NP, (2.5)
2 = (Py)'gs (2.6)
yi = (W) ™'z (2.7)
Tit1 = T + Byi (2.8)
gis1 = gi — NPy; = A'H ;4 (2.9)
Qi1 = Agrn(Kgit1) (2.10)
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Para j =0,...,1:

Bl =W (P)'NQi (2.11)
Py = Qi1+ > PBl, (2.12)
=0

Fin
Observacion 2.1 Por inducion sobre i pddese obter na ecuacion (2.9) a sequinte

para o residuo:
Tiv1 = i — APy;. (2-13>

En cada iteracién do algoritmo s-AXO calcilase na ecuacién (2.12) a matriz
P; .1 de orde n x s. Nela faise uso dunha matriz de coeficientes Bl-j 41, calculada coa
férmula (2.11), que consegue, como se vera mais adiante, que a matriz P,y sexa N-
ortogonal a todas as matrices P; calculadas nas iteracions anteriores e, polo tanto,
(P11)!NP; = 0 para todo j < i. Comprobarase que os vectores columna das matri-
ces P; son linearmente independentes e, polo tanto, forman unha base do subespazo
de Krylov KCs(K N, Kg;). Este feito, xunto co de que a matriz N sexa simétrica de-
finida positiva, implica que a matriz W;, definida na ecuacién (2.5), é unha matriz

non singular de orde s, co que ten sentido o calculo da sua inversa.

Nos catro lemas que se enuncian a continuacién, expénense as propiedades do
s-AXO que conclien nun teorema de converxencia. As demostracions destes lemas
e o teorema de converxencia inspiranse nas demostracions das propiedades andlo-
gas para a variante en s-pasos do Residuo Conxugado Xeneralizado que aparecen

desenvoltas en [23].

No seguinte lema probanse as propiedades mais relevantes de ortogonalidade que
xeneralizan as do Algoritmo Xeral de Ortogonalizacién, que poden verse en [51] e
[4]. Entre elas estd a referida anteriormente de N-ortogonalidade entre as matrices

P, calculadas en distintas iteracions:

Lema 2.1 Sezan i,s € N tales que s(i + 1) < n, e suponse que g; # 0 para todo
i=0,1,2,... ata a converzencia. Se graoyy(Kgo) > s(i + 1), no s-AXO:

a) (P,)'NP; =0 para todo i # j (2.14)
b) (P;)'g; =0 para todo i > j (2.15)
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Demostracion:
a) Xa que a matriz N é simétrica, bastard comprobar que (P;)'NP; = 0 para
1 > j. Procederemos por inducién sobre ¢:

Se i =1 ent6n j = 0. Usando (2.12) e multiplicando por (FPy)"N, tense:

(Ro)'NPy = (Py)'NQy + (Py)' NPy By, (2.16)
e por (2.5) e (2.11):
(P)INPyBY = WoB® = —WoWi Y (B)INQ, = —(Py)INQ, (2.17)
e asi
(Po)' NP = 0. (2.18)

Suponse agora certa a propiedade ata :—1 e comprobemos que é certa para i. Usando

de novo (2.12) e a hipdtese de inducién:
1—1 '
(P)'NF; = (P)'NQ; + (P)'N Y PBf = (P)'NQ; + (P)'NF;B]  (2.19)
k=0

e, tendo en conta (2.5) e (2.11), tense que:
(P)'NP;B] = W;B] = =W,W ! (P;)'NQ; = —(P;)'NQ; (2.20)
co que finalmente tense probado que
(P))'NP; = 0. (2.21)

b) Fixado j € N procédese por inducién sobre i. Se ¢ = j + 1, multiplicando
(2.9) por (P;)" e utilizando (2.5)-(2.7) tense:

(P))'gj+1 = (Py)'g; — (P)'NPy)y; = (Py)'g; — Wyy; = 0. (2.22)
Suponse agora certo que (P;)'g; = 0 para ¢ > j. Entén, de (2.9)
(P})'giv1 = (P;)'gi — (P})'N Py, (2.23)
da hip6tese de inducién e a) dedicese que (P;j)'gi1 =0. W
Como consecuencia do lema anterior, obténense outras propiedades que se enun-

clan a continuacién e que tamén xeneralizan as sias versions analogas para o AXO

[4, 51]:



2.1. Variante en s-pasos do AXO 29

Lema 2.2 Sezan i,s € N tales que s(i + 1) < n, e suponse que g; # 0 para todo
i=0,1,2,... ata a converzencia. Se graog(Kgo) > s(i + 1), no s-AXO:
a) (P)'g; = (Q;)'g; para todo i.
(Q;)'9; =0 para todo i > j.
c) (P)'NQ; =0 para todo i > j.
(B)'NP; = (P)'NQ;.
(

P)tg; = (P)'go para todo i > j.

iy
~— ~— ~—

Demostracion:

a) Esta igualdade obtense multiplicando por g; en (2.12) trasposta e usando
(2.15).

b) Dedicese directamente despexando @); en (2.12) e usando (2.15).

c) Este apartado obtense tamén despexando (); en (2.12), multiplicando & es-
querda por (P;)'N e usando (2.14).

d) De (2.12) e (2.14) obtense esta igualdade.

e) Por inducién, e tendo en conta (2.14) e a igualdade
9i = gji—1 — NPj_1y;j1,

demoéstrase este ultimo apartado. W

Lembremos que {po,p1, ..., P(i+1)s—1} son as direcciéns de descenso xeneralizadas
calculadas no Algoritmo Xeral de Ortogonalizacién segundo (1.39). Denotamos por
pi, ..., p; aos s vectores direccion calculados en cada iteracién da variante en s-pasos
do Algoritmo Xeral de Ortogonalizacién, é dicir, P; = (p; |...| p;). Tendo en conta
as notacions e lemas precedentes, enunciamos o seguinte lema que relacciona os

subespazos de Krylov e os xerados polos vectores direccion dos dous algoritmos:

Lema 2.3 Sezan i,s € N tales que s(i + 1) < n, e suponse que g; # 0 para todo

i=0,1,2,... ata a converzencia. Se graoy (K go) > s(i + 1) enton:

£{P07 7PZ} = @ICS(KNJ Kg]) = ]CS('Z+1)(KN7 KgO) =
=0
= £{p07p17 >p(i+1)s—1}7

(2.24)

onde @ denota a suma directa de espazos vectoriais.
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Demostracion:

Para demostrar a igualdade

£{Py, ... P} = P KJEN, Kg;) (2.25)
§=0
procedemos por inducién sobre i:
Para i = 0 o resultado ¢ trivial da definicién dos vectores pj, ..., p§. Suponse agora
certa a igualdade para (i — 1). Para k,l € {1,...,s} denétase por b?’l ao elemen-
to da fila k e columna j da matriz By, definida na ecuacién (2.11). Deste xeito,
se k € {1,...,s}, da igualdade matricial (2.12), tense a seguinte ecuacién para a

correspondente columna k-ésima:

1—1
= (KN Kgi+Y (bg.’“”p; +ot b§k’s)pj> (2.26)
=0
e enton '
P e P K(KN, Kg)), (2.27)
=0

xa que (KN)*1Kg; € K(KN, Kg;) e pola hipétese de inducién. Como consecuen-

cia, verificase a inclusion

£{Py, ... P} C EPKJEN, Kg;). (2.28)
=0
A outra inclusién, e polo tanto a igualdade, obtense despexando (K N)*1Kg; na
férmula (2.26).

A inclusién i
DK (KN, Kg;) € Ky (KN, K o) (2.29)
§=0
demoéstrase tamén por inducién sobre :
Se i = 0, a inclusion é trivial. Suponse agora que a inclusién (2.29) é certa parai— 1.
Se k € {1,..., s}, denotando por y¥ a coordenada k-ésima do vector y; definido en

.7), enton, por (2.9) tense que
2.7 5 2.9
(KN)kilKgi = (KN)kil(Kgifl - yilflKszlfl — =y KNpiy). (2.30)

Tendo en conta que
(KN)"Kg;—1 € Ki(KN, Kgo) (2.31)
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pola hipétese de inducién, e que

i—1
£{Py, ..., P} = P KAKEN, Kg;) C Ki(KN, Kgp), (2.32)

J=0

como se acaba de demostrar, e polo tanto
(KN)Y*pi_y, s (KN) 1 € Kooy (KN, Kgo), (2.33)
pois k+ (is — 1) < (i + 1)s — 1, cimprese que
(KN)*"'Kg; € Kyip1) (KN, Kgo). (2.34)

Ast @)y Ks(KN, Kg;) C K1) (KN, K go).

Para demostrar a inclusion
Kairn) (KN, Kgo) € @ K(KN, Kg;) (2.35)
j=0
débese comprobar previamente que

is—1
gi=g0+ Y NN(EN)YKg, con ) €R, (2.36)

Jj=0

o cal demoéstrase por inducién sobre i na férmula

9i = Ggi—1 — yi1—1sz‘1—1 — =y Npj_y (2.37)

e, tendo en conta, pola igualdade (2.25) e a inclusién (2.29) demostradas anterior-

mente, que

£{P0,...,Pi,1} CICSi<KN,Kgo), (238)

e deste xeito pddense poner os vectores Np! |, ..., Npi ; como combinacién linear
de N(KN)Kgq, ..., N(KN)* 1K g.

Agora, demdstrase a inclusion (2.35) por inducién sobre i:

Para i = 0 a inclusion
0

KJ(EN,Kg) ¢ @ K(KN, Kg;) (2.39)
§=0
é trivial. Pola férmula (2.36), se i = 1 ent6n, para k € {1, ..., s}, tense que
s—1
(KN)*'Kgy = (KN)*"Kgo+ Y N(KN) ™ Kg. (2.40)

J=0
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Se se proba que A\;_; # 0 obtense, despexando na férmula anterior para k =1, ..., s,
que
1
(KN)*Kgo, ..., (KN)* ' Kg, € D K(KN, Kg;) (2.41)
§=0

1
e deste xeito tense que Kos( KN, K go) C EB Ks(KN, Kg;). Mais A\;_1 # 0 pois, polo

=0
apartado b) do lema 2.1 e a igualdade (2.25),

s—1

< g, Kg >=< g1, Kgo+ >, N;(KN) T Kgg >=
7=0 (2.42)

- )\571 < 91, (KN)SKQO >,

eseg; # 0, entén < gy, Kg; ># 0, pois K é unha matriz coa parte simétrica definida

positiva.

Por ltimo, suponamos que a inclusiéon

i—1

Ka(KN,Kgo) ¢ @K (KN, Kg)) (2.43)
=0
é certa para i — 1. Entén, se k € {1,..., s}, pola ecuacién (2.36),
is—1
(KN Kg = (KN Kgo+ Y N(ENY K gy, (2.44)
=0

e bastard comprobar que \;s_; # 0 para concluir que

K1) (KN, Kgo) C @ K(KN, Kg;). (2.45)

Jj=0

Mais isto é certo pois se, polo contrario, fora A\;;_; = 0 na ecuacién (2.36), teriase
que
Kgi € Kis(KN, Kgo) (2.46)

e, pola hipétese de inducion e a igualdade (2.25),
ng S £{P0,...,.PZ'_1}, (247)
o que leva, polo apartado b) do lema 2.1, a que

< g, Kg; >=0, (248)
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o cal, se g; # 0, é unha contradiccion, pois a parte simétrica da matriz K é definida

positiva.

A 1ltima igualdade

]Cs(i—i-l)(KNa Kgo) = £{po,p1, - 7p(i+1)s—1} (2.49)

¢ a demostrada no lema 1.4. &

O s-AXO minimiza tamén o funcional E(r) =< r, H°r >, como se demostra no

seguinte resultado:

Lema 2.4 Para cada i =0,1,2,..., 0 residuo do Algoritmo s-AXO, ri, 1, minimiza
o funcional
E(r) =<r H > (2.50)

sobre o subespazo afin
xo + L{Fy,..., P} (2.51)

Demostracion:

Na lina do que se fai na demostracién do lema analogo para o AXO, que se pode
ver en [51] ou [4], sexa r;11 o residuo correspondente ao iterante x;i;. Posto que
riv1 = r; — APy;, pddese comprobar sen dificultade por inducién que

%

Tiy1 =To — Z (Apkyk) ‘ (2-52>

k=0

Substituindo entén o valor de 7,41 en E(r) e desenvolvendo tense que

E(?“lqu) =<< To,HST[) > -2 < Z (Apkyk) , HST'O > +
= (2.53)

< Y (APwy) , H® 3" (APwyi) >
k=0

k=0

mais, usando a definicién (2.9) e o apartado e) do lema 2.2, o segundo sumando do

membro dereito da ecuacién (2.53) pode simplificarse tendo en conta que

< Z (APkyk) , HSTQ >= Z < 9o, Pk:yk7 >= Z < (Pk)tgk,yk > . (254)
k=0 k=0 k=0

E o terceiro sumando do membro dereito da ecuacién (2.53) tamén pode simplificarse

tendo en conta que N = A'H9 A, a definicién (2.5) e usando o apartado a) do lema
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2.1, co que se ten

i

< S (APap)  HS Y (APy) >

; k=0 k=0 (2.55)
Y < (Py)'NPyyi,yp >= E < Wik, Y > -
k=0 k=0
Deste xeito, queda
E(ris1) =< ro, Hrg > 22 (Pu) g,y > +Z < Wilies Y > (2.56)
k=0 k=0

Dado que E(r) é convexo, o feito de que 7;11 sexa o minimo de E(r) sobre xy +
L{PFy, ..., P;} equivale a que os vectores de coeficientes yx, con k = 0, ..., 4, sexan as

soluciéns dos sistemas lineares

Wik = (Pe)' g, (2.57)

mais estes sistemas son precisamente os que definen aos coeficientes ¥y, no s-AXO,
como pode deducirse das definiciéns (2.6) e (2.7). B

Observacion 2.2 Como consecuencia do lema 2.3, para cada @ = 0,1,2,..., as
matrices P; tenen rango s. Da definicion de W; e o feito de que N sexa definida
positiva, tense que vV'Wyv =< Pyu;, NPv; > € estrictamente positivo para todo v €
R*, v # 0. Polo tanto, a matriz W; é definida positiva e, en consecuencia, non

singular.

Observacion 2.3 Sexan 7; e r; 0s residuos calculados na i-ésima iteracion do AXO
e do s-AXO, respectivamente. Posto que E(r) é unha funcion convexa e grazas aos
lemas 2.3 € 2.4, se xq € o mesmo vector inicial nos algoritmos AXO e s-AXO enton

Tis = T; en aritmética exacta.

Dos lemas que se acaban de demostrar, pédese deducir o seguinte resultado de

converxencia para o s-AXO:

Teorema 2.1 Sexan i,s € N tales que s(i + 1) < n, e suponse que g; # 0 para
todo i = 0,1,2,... ata a converzencia. Se graogn(Kgo) > s(i + 1), tense que a
variante en s-pasos do Algoritmo Xeral de Ortogonalizacion converxe en ao sumo

[n/s] iteracions.
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Demostracion:
Sexa ¢ € N; como consecuencia dos lemas anteriores, tense que, se g; # 0, entén
g; ¢ ortogonal a KC;s(K' N, K gp). Ademais

dim IC;s(KN, Kgp) = is, (2.58)

polo tanto, se is > n, concliese necesariamente que debe ser g; = 0, o cal implica

que r; = 0, xa que g; = A'H%r; ¢ A'H® é non singular. W

Ademais, entnciase tamén un teorema de estimacién do erro, obtendo férmulas

andlogas as ecuaciéns (1.51) e (1.52).

Teorema 2.2 Nas mesmas hipoteses que o teorema 2.1, ser; € o residuo da 1-€sima

iteracion do algoritmo s-AXO e E; = E(r;), verificase:

Amin(LHED)SLY\
E, <Ey(1l- : 2.59
=0 ( cond(M) (2.59)
Ademais, se a matriz K € simétrica, tense:
cond(M) —1\**
E,<Ey | ———— 2.60
- 0(cond(]\/[)+1> (2.60)

Demostracion:

A demostracién é obvia a partir das ecuaciéns (1.51) e (1.52) e da observacién
2.3. 1

De xeito andlogo ao que ocurre no AXO, no s-AXO necesitanse todas as matrices
P;, 5 = 0,...,i obtidas nas iteraciéons anteriores para o calculo de Bf 11~ Este feito
causa un crecemento da memoria requerida polo sistema a medida que aumenta o
nimero de iteraciéns. En consecuencia, se o nimero de iteraciéns requerido é alto,
o método pode orixinar un erro por rebosamento da memoria. Grazas ao seguinte
lema, no caso en que a matriz K sexa simétrica, tan s6 sera necesario almacenar a

matriz P; do iterante anterior para o cémputo de B, ;.

Lema 2.5 Nas hipoteses do teorema 2.1, se a matriz K € simétrica, enton, para
7=0,...,1—1
(P))'NQis1 = 0. (2.61)
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Demostracion:
A demostracion deste lema xeneraliza a da propiedade analoga para o AXO, que
se pode ver en [51] ou [4], e segue un razoamento similar baseado nas propiedades

de ortogonalidade do mesmo.

Sexa j € {0,...,i—1} fixo. Entén (P;)’NQ;41 é unha matriz cadrada de orde s tal
que o elemento ki é < (KN)" 'Kg; 1, Np, >, con k,l € {1,...,s}. Se K é simétrica,
enton

< (KN)*"'Kgi1, Npi >=< (git1, (KN)*ph > . (2.62)

Polo lema 2.3 tense que pé € Ks(j+1) (KN, Kgo) paratodol = 1,...,5. Asi,se j <i—1
eke{l, .., s}, entén

(KN)kpé' € Kyt (KN, Kgo), (2.63)

pois k+ (j+1)s =1 < s+1is —1 = s(i + 1) — 1. Mais, polo apartado b) do

lema 2.1 e o lema 2.3, g;,1 é ortogonal a Fp, ..., P;. As columnas destas matrices xe-

ran KCy;11) (KN, Kgo), polo que g;41 é ortogonal a g1y (KN, Kgo) e, deste xeito,

concliese que, se 0 < j <i—1, o termo da dereita da ecuacién (2.62) é cero. B

Polo tanto, se K ¢ simétrica, as ecuaciéns (2.11) e (2.12) do s-AXO son:

Bi = —Wi_l(Pi>tNQi+1 (2-64)

Pii1 = Qip1 + PiBiya. (2.65)

E o Algoritmo Xeral de Ortogonalizacion en s-pasos, no caso de que K sexa simétri-

ca, queda como segue:

Algoritmo 2.2 (s-AXO, K simétrica).

Sexa xo € R"
To = b—AZL‘O
go = A'H"rg

Py = AKN<K90) = Qo

Para:1=0,1,2,... ata converxencia
Wi = (P)'NP, (2.66)
zi = (P)'g; (2.67)
yi = (Wi) 'z (2.68)
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Tip1 = T + By (2.69)
git1 = gi — NPy, = A"H r; 4 (2.70)
Qi1 = Arn(KGit1) (2.71)
Biy1 = =W, H(P)'NQin (2.72)
Pii1 = Qi1 + PiBin (2.73)

Fin

No caso mais xeral, cando a matriz K non é simétrica, podese resolver o proble-
ma de almacenamento usando un nimero de direccions anteriores predeterminado
nunha variante do algoritmo conecida por método Orthomin(m) [80]. A falta de N-
ortogonalidade con todas as direccions anteriores conleva a converxencia do método

non necesariamente nun numero finito de iteraciéns.

2.2. Variante en s-pasos do método Orthomin(m)

Se a matriz K non é simétrica, o Algoritmo Xeral de Ortogonalizacién e a sua
variante en s-pasos requiren do almacenamento de todas as direccions anteriores
a cada iteracién. Para evitar este feito, a variante Orthomin(m), proposta en [80],
ten en conta unicamente as m direcciéns anteriores, no caso do Algoritmo Xeral de
Ortogonalizacién, ou os m subespazos de Krylov anteriores, no caso da sia variante

en s-pasos. A variante Orthomin(m) do AXO é:

Algoritmo 2.3 (Orthomin(m)).

Sexa x¢ € R™ un vector inicial distinto da solucion do sistema e m € N:

1. Inicio:

w79 =b— Axg = Az — x0)
w gy = A'H% ¢ = A'HS A(x — 29) = N(x — x0)
= po = Kgo

2. Iteractiones: Parai=0,1,...,

_ < iy Pi >

" <p’usz>

" T =X up;

" g1 =g —;Np; = A'H r;
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. _  <Kgiy1,, Npp> . ‘
n L = <o Np > 0 ¢ m+1<1<i

« pi=Kgn+ Y, Blap
l=i—m+1

Fin

De xeito analogo & variante en s-pasos ao Algoritmo Xeral de Ortogonalizacion,
se para cada i = 0,1,2,... ata a converxencia graoyy(Kg;) > s, proponse unha

variante en s-pasos do Orthomin(m):

Algoritmo 2.4 (s-Orthomin(m)).

Sexa o € R"
To = b— A(L’Q
go = AtHST()

Py = AKN(KQO) = Qo

Parai=0,1,2,... ata converzencia

W; = (P)'NP, (2.74)
2 = (Py)'g; (2.75)
yi = (W) ™'z (2.76)
Tip1 = T + By (2.77)
gir1 = gi — NPy = A"H%riy (2.78)
Qi1 = Arn(Kgi+1) (2.79)
Paraj=1—m+1,..,::
B, = W (P)'NQisa (2.80)
Piy1= Qi + Z PBl,, (2.81)

j=i—m+1

Fin

Para a variante en s-pasos do Orthomin(m) tense o seguinte lema de demostra-

cién analoga as demostracions dos lemas 2.1 e 2.4:
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Lema 2.6 Sezan i,s,m € N tales que s(i + 1) < n, e suponse que g; # 0 para todo
i=0,1,2,... ata a converzencia. Se graoy (K go) > s(i+ 1) na variante en s-pasos
do Orthomin(m), entdn:

a) P, é N-ortogonal a P; para todoi—m < j<i—1,17>m.

b) (P;)'g; =0 para todoi—m <j<i—1,i>m.

c) rir1 minimiza E(r) sobre x; i1 + £{Pi—mi1, ..., Pi}.

A converxencia do s-AXO nun ntimero finito de iteracions é consecuencia da orto-
gonalidade do residuo xeneralizado con todas as matrices P; calculadas nas iteracions
anteriores. Mais na variante en s-pasos do Orthomin(m), o residuo xeneralizado é or-
togonal soamente coas matrices P; calculadas nas ultimas iteraciéons. Debido a isto,
non podemos deducir a converxencia da variante en s-pasos do Orthomin(m) cun
argumento similar ao utilizado no s-AXO. Para obter un teorema de converxencia
deste método demodstranse antes os seguintes lemas, nos que se supén que se cumpren

as hipdteses do lema 2.6:

Lema 2.7 Se se denota por E; = E(r;) =< r;, H%r; > para cada i = 0,1, ..., entén

cumprese que:

Ei1 = E; — (Plg;)'W; ' Ply; (2.82)
e asi:
lim (Plg,)' W, Plg = 0. (2.83)
Demostracion:
Tense que
Ei+1 =< Ti+1, HSTH_l >=<1r; — Aszza HS(T'Z' — Apzy7,> > (284)

desenvolvendo o tltimo termo, e tendo en conta que N = A'HA, obtense
Eiy1 = E; —2 < APy;, Hr; > + < Pyy;, NPy; > . (2.85)
Pero, usando que W; = (P;)'!NP;, e substituindo y; = W, (P,))!g;

)

< Py;, NPy; >= y'Wy;, = (W/i_l(Pi)tgi)tWi(W-_l(Pi)tgz‘) =

R ‘ (2.86)
= g PW; (i)' gi.

Ademais, tendo en conta tamén que g; = A'H°r;, obtense:

< APy;, Hr; >= (P,W;(P)'g:)' gi = g PW; ' (P)' g (2.87)
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Substituindo agora na ecuacién (2.85) concliese que:

Eig1=E; — (Pfgi)twflpfgi- (2.88)

A segunda parte do lema é consecuencia directa de que FE; é unha sucesién
decrecente, acotada inferiormente ao ser non negativa, e polo tanto converxente.

Deste xeito

e asi
|

Lema 2.8 Lémbrese que )\mfn(KS) € 0 minimo autovalor da parte simétrica da ma-

triz K. Enton cumprese:
15/ gl = Min (K Nl il (2.91)

Demostracion:

Multiplicando por g;+1 en (2.81) e tendo en conta o apartado b) do lema 2.6,

tense que
Plgi = Qigi. (2.92)
Deste xeito
s—1
|Plgi]|” = [|QLa:|” =D (< (KN K g, g: >2) . (2.93)
k=0
Ast:
|PLgi” =< Kgi, i >*=< K5g;, g; > (2.94)

e, dado que K*® é simétrica definida positiva, concliese que
2 2\ 2
1P i]|” = Aamin (5% [lgal”) (2.95)

e, posto que Aum(K®) > 0, tense o resultado que se quere demostrar. B
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Lema 2.9 Lémbrese que Ansx(Wi) € Amsx(N) son os autovalores maximos de W; e

N, respectivamente, para cada i € N. Enton cumprese a sequinte desigualdade:
. 2
A (W3) < Amaoc(N) (||| + [ ENK| 4+ [ (KN)CVK|) Ylgl*. (2.96)

Demostracion:
Sexa v € R* autovector de W; asociado ao autovalor Ay, (W;) e tal que ||v]| = 1,
e polo tanto:

Amax(Wi) = v'Wyv = o' (P;)'N P. (2.97)

Por outra banda, por (2.81)

i—1 t i—1
(P)'NP, = (Qi+ > J@-B{) N(QiJr > Png>. (2.98)

j=i—m Jj=i—m

Usando as propiedades de ortogonalidade do lema 2.6, obtense que

i—1 . i—1 .
(P)'NP=QINQ;+ > QINPB]+ > (P;B])'NQi+
o o (2.99)
+ P;B])'NP;B],
Jj=i—m

mais, tendo en conta (2.80) e a simetria das matrices N e W:

Q'NP;B] = —Q'NP,W;  (P)'NQ;, (2.100)
(PiB)INQ; = (W' (P)'NQi)'(P))'NQ; = (2.101)
= —QINPW; N (P)'NQ; |
(§]
(PB])'NP;B] = (W (P)'NQ,) (P)' N P;(W; () NQ:) = (2.102)

= QINPWH(P))'NQ;,
xa que (P)'NP,W; ' = W;W. ' = I, pédese substituir na ecuacién (2.99) e obter
i—1
(P)'NP,=QINQ: — Y QINPW; ' (P)'NQ;. (2.103)
j=i—m
Posto que as matrices Q!N .PjVI/j_l(Pj)tN (; son simétricas e definidas positivas,
podese afirmar que:

v (P)'NPw < v'Q'NQiv < Amax(N) [|Qiv]|* . (2.104)

Por outra banda, pola definicién de @, se (vy, ..., vs) son as coordenadas do vector

v respecto da base candnica de R®, podese escribir

1Qiv]| = ||v1Kgi + v2(NK)Kg; 4+ - + v (NK)* ' Kgil| - (2.105)
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Ademais, tendo en conta a desigualdade triangular e que [|v|| = 1,
Jorkg, + -+ v (VK g < (1] + -+ [(NKY K] gl (2106)
e deste xeito, concliese que

Amix(W3) = v (P! NP <

. (2.107)
< Amax(N) (| K| + [(NE)K || + -+ + [[(NK)* K ) [lgl”

Teorema 2.3 Baizo as hipoteses do lema 2.6, na variante en s-pasos do método

Orthomin(m) verificase que

lim r; = 0. (2.108)
Demostracion:
Polo lema 2.7 tense que
Eip1=FE; — (Htgi)twi_lpitgi‘ (2.109)

Obviamente, a sucesion E; é non negativa e decrecente, pois

FE;, =< T, HSTZ' >>0 (2110)

(Pg:)'W; ' Plg; > 0. (2.111)

Deste xeito poden darse dous casos:
a) Existe i € N tal que E; = E;,,. Entén (Pfg;)'W,; ' Ptg; = 0, o que implica que
Plg; = 0, pois W, ! é definida positiva. Polo apartado b) do lema 2.6 e a definicién

7

de P;, tense entén que
Qigi =0, (2.112)
en particular, < Kg;,g; >= 0 e, polo tanto, g; = 0, co que o método converxe nun
numero finito de iteracions.
b) Para todo i € N verificase que F; < E;;;. Entén E; é estrictamente decrecente
e acotada inferiormente polo que converxe e asi:

1—00 1—00
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Deste xeito, para cada € > 0, existe k € N tal que
(Plgr)' W, 'Plgr, < e. (2.114)
Por outra banda,
1 2
Plg) Wi Plge > A (Wi || Phgr||” = ———— || P} 2.115
(Prgw) r LRIk Z ( k ) H kaH Ao (W) || kng ( )

e, aplicando os lemas anteriores 2.8 e 2.9, obtense que

1 2
)\méx(Wk) HPISQkH Z
= k .
Amax(N) (| K || + | ENEK|| + - + [|(KN)=DEK||)?

Tense probado pois que, para cada € > 0, existe k € N tal que

(V) (IE[| + [|[ENK| 4 - + || (KN)e=DK||)?

2
< 2.117
gl ¢ Arain (KC5) ; ( )
o que implica que
lim g; =0 (2.118)
e, COMo consecuencia,
lim r; = 0. (2.119)

2.3. N-Ortonormalizaciéon das direccions de des-

censo

En cada iteracién da variante s-pasos do Algoritmo Xeral de Ortogonalizacion
¢ necesario resolver un pequeno sistema linear de orde s con matriz de coeficientes
W;. Se s é relativamente grande (s > 6) [29], a resolucién numérica en cada itera-
cion destes sistemas pode provocar a perda de estabilidade numérica do algoritmo
principal. Baseandose no mesmo artigo, proponse a continuacion unha alternativa
para evitar este problema, que consiste en N-ortonormalizar, na iteracion i-ésima,
as direcciéns {p}, ..., pi} segundo a definicién que se deu anteriormente no capitulo
1 para dous vectores, e que se pode xeneralizar para un conxunto de k vectores coa

seguinte definicion.
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Definicién 2.2 Sexa N unha matriz simétrica definida positiva de orde nxn. Dice-

se que o conzunto de vectores {vy, ..., v} CR™, con k < n, son N-ortonormais se:
s < v, Nv; >=1 para todo 1 =1, ..., k.
» <, Nv; >=0 para todo i # j coni,j € {l,..., k}.

Na lina do que se fai co método de Gram-Schmidt ([72], por exemplo), a partir
dun conxunto de vectores linearmente independente pode construirse outro conxunto
de vectores N-ortonormais coa propiedade de ir xerando os mesmos subespazos

vectoriais que os orixinais, no senso que mostra o seguinte lema:

Lema 2.10 Sezan {pi,...,ps} C R™, con s < n, un conzunto de vectores linear-
mente independente, e {vy,...,vs} C R™ tales que:
1. v = il

<p1, Npp >1%
2. Para cada j = 2,...,s, se qj1 =pj, enton para k =1,...,5 — 1,

k
¢t =p; - Z < q", Ny, > vy,) (2.120)
J
3. v = T .
<qj,Ng; >'/2
Enton:
a) Para cada j =1,....s, £{v1,...,v;} = £{p1,....p;}.
b) Os vectores {vy, ..., vs} son N-ortonormais.
Demostracion:

a) Da definicién de vy é obvio que £{v;} = £{p1}. Sexa j € {1, ..., s} e suponse
agora certo que

£{U17 avj—l} = "E{pla 7pj—1}7

enton, usando a definicién de v; e despexando p; en (2.120), tense

pi =< q\ Ng > v+ > (< g Nvg > vy,) (2.121)

e p; € £{v1,...,v;}. Por outra banda, despexano v; na mesma ecuacién (2.121) e
usando a hipdtese de inducién, dedicese que v; € £{p1,...,p;}. Co que se pode

concluir que
£{U1, ,Uj} = £{p1: 7pj}
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b) Da definicién de vy, ..., vs dedicese de xeito inmediato que < v;, Nv; >= 1,
para todo 7 € 1,...,s. Posto que N ¢ simétrica, para probar que < v;, Nv; >= 0
para todo i # 7, bastara facelo para ¢ > j. Por simplicidade na notacion, definese

ql = p1. Asi, tendo en conta que

j
a; .
v = . ‘ paratodo 5 € 1,..., s, 2.122
T <q),Ngj > 2122
demostrarase que
<q,,Ng >=0parai > j. (2.123)

A demostracion faise por inducién en i. Dado que ¢ > 7 > 1, prébase primeiro que a

(2.123) é certa parai = 2 e j = 1. Da definicién de ¢3 en (2.122), e tendo en conta
que ¢z = pa, queda

< q3,Nqi >=< py— < py, Nv; > v1, Np; >= (2.124)
=< ps, Np1 > — < ps, Noy >< vy, Npy > '
e utilizando a definicién de vy, o dltimo sumando do segundo membro de (2.124)
podese escribir como
< p2, Np1 ><p1,Npy >
< D1, Npl >

< pa, Nvy >< vy, Np; >= =< po, Np; > (2.125)

e asf a expresién (2.124) ¢ nula.

Agora suponse que (2.123) é certa para i — 1 > j, entén
. iil .
< g, Ngj >=<p; — Z (< q", Ny > vn) , Ngj >=
= (2.126)
=<pi, Ngj > — Z (< g™, Nuy, >< U, Nqj >).
m=1
Tendo en conta a definicion de v, e a hipotese de inducion,
1 . . .
(< g™, Nuy, >< Uy Nqj >) =< ¢!, Nv; >< vj, Nqj >=

1 - o 2.127
<q/,Nq; >< qj, Nqj > (2.127)

7

3
I

— —<q/,Nq] >,
<qj,Ngj > /

polo que a ecuacién (2.126) queda

N NG N g N 2
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E de (2.120) e a hipdtese de inducién:
—qz,NqJ >= <Z <q§”,Nvm>vm),qu: >=0 (2.129)

e, deste xeito, a expresion (2.126) é 0 e queda probado (2.123). B

Dada entén a matriz simétrica definida positiva N e un conxunto de vecto-
res linearmente independentes {p,...,ps}, escribese o seguinte algoritmo de N-
ortonormalizacién para ditos vectores {pi, ..., ps}, baseado no algoritmo modificado

de Gram-Schmidt ([72], por exemplo):

Algoritmo 2.5 (De N-ortonormalizacién).
O& =< p1, Npl >1/2
Se af = 0 entdn o algoritmo para. No caso contrario, vy = pi/af.

Para j =2, ...,s, calcular:

R

Para k=1,..,5—1,
° oz’? =< q;-“,va >
k+1 _ k k

o qj qj —Oéj’Uk

Fin do bucle en k.

| |
Q
|
A
8
2
8

Se aj- = 0 enton o algoritmo acdbase. No caso contrario, v; = qj/aj-.

Fin do bucle en j.
Fin

Se P = (p1|p2| .- |ps) e V = (v1]va] ... |us), a ecuacién (2.121) pode escribirse de
xeito matricial:

P=VR, (2.130)

onde R é unha matriz cadrada de orde s x s triangular superior e non singular

k

formada polos coeficientes aj, con 1 <k <j <s, do algoritmo 2.5. Esta forma

matricial é analoga & conecida como descomposicion () R dunha matriz de orde n x s
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e rango s ([72], por exemplo).

En cada iteraciéon do método de ortogonalizacion en s-pasos aplicaremos o al-
goritmo de N-ortonormalizacion sobre as s columnas da matriz P;, obtendo unha
nova matriz V; de orde n X s cos vectores columna N-ortonormais. Deste xeito, a
matriz de coeficientes do sistema de orde s que habia que resolver en cada itera-
cién, W; = (P;)' N P;, convértese na matriz identidade, I = V! NV}, evitdndose deste
xeito o cdlculo de W1 que era necesario no s-AXO. A nova versién do s-AXO

N-ortonormalizada queda como segue:

Algoritmo 2.6 (s-AXO N-ortonormalizado).

Sexa xy € R"
To = b—AZEO
go = A"H"rg

Py = AKN<K90) = Qo

Para1=0,1,2,... ata converzencia

N-ortonormalizanse as columnas de P, ( )
yi = (AP) Hr; = Plg; (2.132)
Tit1 = T + By ( )
riv1 =1 — APy, (2.134)
Gi+1 = AtHS?‘iH ( )
Qiv1 = Agn(Kgia) (2.136)
Para 7 =0,...,1:

Bl = —(P)'NQit (2.137)

Py = Qi+ Y PiBly, (2.138)

j=0
Fin

O s-AXO N-ortonormalizado que se acaba de proponier é equivalente en aritméti-
ca exacta & variante en s-pasos do Algoritmo Xeral de Ortogonalizacién, o algoritmo
2.1. Para probar esta afirmacién, basta ver que iniciando ambos os dous algoritmos
no mesmo iterante inicial xg, os iterantes e os residuos resultan ser os mesmos en

cada iteracion. No seguinte lema demostrase a igualdade dos iterantes e residuos.
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Lema 2.11 Sezan %; e 7; os iterantes e residuos do s-AXO orizinal (algoritmo
2.1), e x; er; os iterantes e residuos do s-AXO N-ortonormalizado (algoritmo 2.6).
Inicianse os dous algoritmos no mesmo iterante inicial xqy, enton, para cada i =

1,2,..., 2, =x;, er; = 1.

Demostracion:
Para diferenciar, tisase o til enriba das variables calculadas en cada iteracién do

s-AXO orixinal. Deste xeito, no s-AXO orixinal

Fip1 =7 + Py, (2.139)
e

Fip1 = T — AP (2.140)
e no s-AX0O N-ortonormalizado
e

riq1 =1 — APy (2.142)

A demostracién faise por inducién sobre i. Inicianse ambos os dous algoritmos
no mesmo iterante inicial xg, e de xeito inmediato 7¢ = b — Axy = rg. Ademais,
Go = A'HSrg = gy ¢ Py = Axn(Kgo) = Py, polo que gy = (Fy)'go = 4o € entén

j1:x0+P0y0:x1eﬁ:To_APOyO:Tl‘

Suponase agora que as igualdades 7; = x; e 7; = 1; son certas para certo i €
N. Para demostrar que Z;11 = ;11 € 7,11 = 711, basta probar que f’zg]l = Py;.
De (2.130) dedticese que existe unha matriz R cadrada, triangular superior e non
singular, de orde s, tal que P, = P,R. Por outra banda, da hipétese de inducién

Gi = A'H r; = g;. Deste xeito, e, tendo en conta da definicién de §; que
gi = (W) " H(R)(P) g, (2.143)
tense que
Py = PiRi(W;) " (Ry)'(P,) g = PR;(W3) " (Ri)"ys. (2.144)
E para concluir que ]52312 = P,y;, basta probar que

Ri(Wy) M (Ry)" = Lons (2.145)
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ou, 0 que é 0 mesmo,

(R)") 7 WilRi) ™" = Lo, (2.146)

onde I,y é a matriz identidade de orde s x s. Mais, usando a definicién de W;,
(RO“'Wi(R) ™' = (R) ™ (P)'NPF(R)' = (R)'NP, (2.147)

que é a identidade por ser as columnas de P; N-ortonormais. Deste xeito queda

demostrado o lema. W

No caso en que a matriz K sexa simétrica tense o seguinte algoritmo:

Algoritmo 2.7 (s-AXO N-ortonormalizado, K simétrica).

Sexa xo € R"
o = b — AJJO
go = A"H"rg

P = AKN(KQO) = Qo

Parai=0,1,2,... ata converxencia

N-ortonormalizanse as columnas de P, (2.148)
yi = (AP,)'H®r; = Ply; (2.149)
Tiv1 = x; + Py (2.150)
riy1 =1 — APy, (2.151)
gir1 = A'H%ripy (2.152)
Qit1 = Axn(Kgit1) (2.153)
Biy1 = —(P)'NQis (2.154)
Pi1=Qi1+ PiBin (2.155)

Fin

Analogamente, se a matriz K non é simétrica, o algoritmo Orthomin(m) pode
escribirse, N-ortonormalizando as direccions dos subespazos de Krylov, da seguinte

maneira:

Algoritmo 2.8 (s-Orthomin(m) N-ortonormalizado).
Sexa xo € R"
ro = b— Axg
go = A'H"ry
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Py = Arn(Kgo) = Qo
Para 1 =0,1,2,... ata converzencia

N-ortonormalizanse as columnas de P; ( )
yi = (AP) Hr; = Plg; (2.157)
Tit1 = T + Py ( )
riv1 =1r; — APy, (2.159)
i1 = A'Hri ( )
Qit1 = Axn(KGit1) ( )

Paraj=1—m+1,... i

Bl = —(P)'NQin (2.162)
Pi1=Qin+ Y, PBL, (2.163)
j=i—m+1

Fin

Observacion 2.4 Os lemas de ortogonalidade 2.1 e 2.6 son vdlidos igualmente para

estas versions coas direccions N -ortonormalizadas.



Capitulo 3
Casos particulares do s-AXO

Neste capitulo elixiranse convenientemente as matrices H e K para obter as
variantes en s-pasos de métodos conecidos como casos particulares do s-AXO. En

concreto,

a) Se a matriz K elixida é simétrica o algoritmo que se usard é o s-AXO N-

ortonormalizado para K simétrica (algoritmo 2.7).

b) Se a matriz K elixida non é simétrica, entén o algoritmo que se utilizard é o
s-Orthomin(m) N-ortonormalizado (algoritmo 2.8), obténdose & stia vez méto-

dos concretos para distintos valores de m.

Destes métodos, foron publicados previamente o s-Gradente Conxugado e o s-
Residuo Conxugado en [24], o s-Residuo Conxugado Xeneralizado e o s-Residuo Mi-
nimal de Axelsson que aparecen propostos en [23], o s-Gradente Conxugado precon-
dicionado en [25] e 0 s-Ecuacién Normal en [22]. A nosa innovacién é proporcionar un
marco unificado de onde todos eles se derivan, asi como versions N-ortonormalizadas
dos devanditos métodos con mellores propiedades de estabilidade numérica, o que
posibilita a utilizacién de maiores valores de s para maior velocidade de execucion.

Asi mesmo, proponse un método novo, o s-Erro Minimal ([3]).

3.1. Variante en s-pasos do Gradente Conxugado

O método do Gradente Conxugado foi orixinalmente proposto en [48]. E proba-
blemente o método mais conecido entre os métodos iterativos baseados en subespazos
de Krylov. O método converxe cando a matriz de coeficientes do sistema é simétri-

ca e definida positiva. A variante en s-pasos do Gradente Conxugado (s-GC) foi a

o1
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primeira variante en s-pasos publicada por Chronopoulos e Gear [24].

Nesta seccién vélvese a escribir o algoritmo 1.2 (s-GC) como caso particular do

algoritmo 2.7, de xeito que se obtén unha version A-ortonormalizada do s-GC.

Suponse que a matriz A é simétrica e definida positiva. Para derivar este algo-
ritmo do s-AXO proposto, escollese H = A™' ¢ K = I. Entén N = A, e posto que
a matriz K é simétrica neste caso, substituindo no algoritmo 2.7, obtense a variante

en s-pasos do Gradente Conxugado:

Algoritmo 3.1 (s-Gradente Conxugado).

Sexa xo € R"
T’QIb—ASUQ
POZAA(TO)

Parai=0,1,2,... ata converzencia

A-ortonormalizanse as columnas de P;

Qi1 = AA(E‘H)
Bi-i—l = _(Pi)tAQi-‘rl
Pii1 = Qi1 + PBiny

Fin

A partir dos lemas 2.1 e 2.4 obténense as seguintes propiedades de ortogonalida-
de para este algoritmo:

1. P'AP; = 0 para todo i # j.

2. (Pj)'r; = 0 para todo i > j. En particular, < r;,r; >= 0 para todo 7 > j.

3. 71 minimiza E(r) =< r, A~'r > sobre zo + £{Py, ..., Bi}.
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3.2. Variante en s-pasos do Gradente Conxugado

Precondicionado

A variante en s-pasos do Gradente Conxugado Precondicionado proponse en
[25]. Nesta ocasién témase H = A~! e K unha matriz calquera simétrica e definida

positiva. Entén N = A e o algoritmo 2.7 escribese:

Algoritmo 3.2 (s-Gradente Conxugado precondicionado).
Sexa xy € R"

ro =b— Az

Py = Aga(Kro)

Para1=0,1,2,... ata converzencia

A-ortonormalizanse as columnas de P; (3.8)
y; = Plr; (3.9)
Tiv1 = x; + Py (3.10)
riy1 =1 — APy; (3.11)
Qi1 = Aga(Kri) (3.12)
Bis1 = —(P)'AQin (3.13)
Piv1 = Qi1+ PiBin (3.14)

Fin

Neste caso os lemas 2.1 e 2.4 proporcionan as seguintes propiedades:

1. (P)'AP; = 0 para todo i # j.
2. (P;)'r; = 0 para todo i > j. En particular, < r;, Kr; >= 0 para todo i > j.

3. 741 minimiza E(r) =< r, A~'r > sobre zg + £{Py, ..., B}

3.3. Variante en s-pasos do Residuo Conxugado

O método do Residuo Conxugado publicouse orixinalmente en [60] como un
método similar ao Gradente Conxugado. Ten maiores requerimentos computacio-

nais mais a vantaxe sobre o Gradente Conxugado de converxer en sistemas con
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matrices de coeficientes simétricas e non singulares, mais non necesariamente defi-

nidas positivas.

No mesmo artigo no que se propén o s-Gradente Conxugado [24], introdicese
a variante en s-pasos do método do Residuo Conxugado. Suponse neste caso que
a matriz A é simétrica e non singular. Elixese H = [ e K = A~! entén N = A2

Substituindo no algoritmo 2.7, obtense a variante en s-pasos do Residuo Conxugado:

Algoritmo 3.3 (s-Residuo Conxugado).

Sexa xo € R"
Tozb—Al’U
POIAA(TO)

Parai=0,1,2,... ata converzencia

A2-ortonormalizanse as columnas de P;

Yi = (APi)tTi

(3.15)

(3.16)

(3.17)

rip1 =1 — APy, (3.18)

Qit1 = Aa(rit1) (3.19)

Bij1 = —(AP)'AQi1 (3.20)

Piy1 = Qiy1 + PiBina (3.21)
Fin

Hai que ter en conta que, posto que A é simétrica, no algoritmo 3.3 non é nece-

sario calcular A% para A?-ortonormalizar as columnas da matriz P;. As propiedades

que se obtenen agora dos lemas 2.1 e 2.4 son:

1. (AP,)"(AP;) = 0 para todo i # j.
2. (AP;)'r; = 0 para todo ¢ > j. En particular, < r;, Ar; >= 0 para todo i > j.

3. 141 minimiza E(r) =< r,r > sobre o + £L{F, ..., P;}.
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3.4. Variante en s-pasos do método da Ecuacion

Normal

Se a matriz de coeficientes do sistema A é non singular mais non é simétrica, o
método da Ecuacion Normal consiste en aplicar o método do Gradente Conxugado

sobre o sistema equivalente

Al Ax = A'b,

xa que A'A é simétrica e definida positiva. Ainda que non é necesario calcular a
matriz A'A, este método ten unha converxencia lenta cando a matriz A estd mal

condicionada.

No noso conecemento, a variante en s-pasos do método da Ecuacién Normal non
se atopa publicado en ningin artigo, mais vén proposto por Chronopoulos en [22].
Neste método A é unha matriz non singular calquera e téomase H = [ e K = I.
Entéon N = A'A, a matriz K segue sendo simétrica e, deste xeito, o algoritmo 2.7

escribese:

Algoritmo 3.4 (s-Ecuacién Normal).

Sexa xo € R"
To = b— Al’o
go = A'rg

Po = AAtA(QO)

Parai=0,1,2,... ata converzencia

A A-ortonormalizanse as columnas de P; (3.22)
yi = Plg; (3.23)
Tip1 = T + Py (3.24)
rip1 =1 — APy; (3.25)
gir1 = A'rigy (3.26)
Qiv1 = Auea(giy1) (3.27)
Biy1 = —(AP)'AQ; 11 (3.28)
Pii1 = Qiy1 + BBy (3.29)

Fin
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Do mesmo xeito que no caso do s-Residuo Conxugado, non é necesario realizar o
célculo de A'A para A'A-ortonormalizar as columnas da matriz P;. As propiedades

consecuencia dos lemas 2.1 e 2.4 son:

1. (AP,)"(AP;) = 0 para todo i # j.
2. (AP;)'r; = 0 para todo ¢ > j. En particular, < Ar;, Ar; >= 0 para todo i > j.

3. rip1 minimiza E(r) =< r,r > sobre xg + £{Fy, ..., P;}.

3.5. Variante en s-pasos do método do Erro Mi-

nimal

O método do Erro Minimal foi proposto por King en [53] como unha modificacién
do Gradente Conxugado que busca minimizar a norma do erro en lugar da norma
do residuo e que converxe en sistemas con matrices de coeficientes non singulares e
non necesariamente simétricas. En [3] o autor e directores deste traballo proponen
unha variante en s-pasos deste método. A diferenza das variantes publicadas por
Chronopoulos e outros autores ata o momento, e exceptuando a variante do método
da Ecuacion Normal, este método supon un algoritmo converxente para calquera

matriz A non singular.

Sexa polo tanto A unha matriz cadrada e non singular. Témase H = (AA")~! e
K = A'A. Entén K ¢ simétrica e N = I.

Para obter entén a variante en s-pasos do método do Erro Minimal, substitiense
as matrices anteriores no algoritmo 2.7, resultando entre os calculos a realizar en
cada iteracién os seguintes

g; = A_lri (330)

Neste caso faise necesario para o calculo do vector y; o do vector g;, e para este
ultimo é imprescincible calcular a inversa de A. Isto ultimo faria innecesaria a apli-

cacién do algoritmo, xa que a solucién do sistema virfa dada polo produto A~'b.
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Para solucionar esta dependencia da matriz A~! habera que facer algunhas peque-

nas modificaciéns que evitaran a necesidade do célculo de g;. Estas modificaciéons

faranse sobre a versién orixinal (non N-ortonormalizada) do s-AXO, o algoritmo

2.2, na que se substitiien as matrices H, K e N definidas, e obtendo unha primeira

variante en s-pasos do Erro Minimal. Posteriormente, obterase unha segunda ver-

sién desta variante na que se N-ortonormalizan as columnas da matriz P;. Deste

xeito, substituindo as matrices H, K e N antes citadas no algoritmo 2.2, obtense o

seguinte algoritmo:

Algoritmo 3.5 .

Sexa o € R"
Ty = b — AZL‘O
go = Ao

PO = AAtA(AtT'o) = Qo

Parai=0,1,2,... ata converxencia

Wi = (P)'F
Zi = (Pi>tgi
yi = (W) 'z

Tip1 = T + By,

gir1 = A ri

Qit1 = AAtA(AtTH-l)
B’i+1 = _Wiil(Pi)tQiJrl
Piy1 = Qi1+ PiBin

Fin

3.32
3.33
3.34
3.35
3.36
3.37
3.38

A~~~ I/~ I/~ I~ I~
N T T N N N

3.39

Para evitar a necesidade do calculo de g; en cada iteracién tisase a definicion de

P; e o apartado b) do lema 2.1 para escribir, para cada i =0,1,2, ...,

2= (P)'gi = (Qi)'A™ri = ((A7)"(Q:)")'r,

mais, pola definicion de Q);
(ATH(Q)" = (Aaa(rs)).
Deste xeito, se se define a matriz

R; = Apae(ry),

(3.40)

(3.41)

(3.42)
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tense que
Qi = A'R; (3.43)

zZi = Rﬂ’i, (344)

co que a variante en s-pasos do algoritmo do Erro Minimal queda:

Algoritmo 3.6 (s-Erro Minimal, primeira version).

Sexa xo € R"
ro = b— Axg
Ro = Ayt (ro)
Py = A'R,

Parai=0,1,2,... ata converzencia

Wi = (P;)'P; (3.45)
2 = (Ry)'ry (3.46)
yi = (W) 'z (3.47)
Tiv1 = x; + Py, (3.48)
riv1 =1 — ABPy; (3.49)
Rivi = Apat(riy) (3.50)
Bijn = =W, (AP)'Riy (3.51)
P, = AR + PBiy, (3.52)

Fin

Coa intencién de ortonormalizar as columnas da matriz P; en cada iteracion do

s-Erro Minimal, para cada i = 0, 1, 2, ... definense as seguintes matrices:

Qo = Ry, (3.53)
Qi+1 = Rip1 + QiB;. (3.54)

E obvio que, se 1 =0,1,2, ...,
P = A'Qia (3.55)

e, pola propiedade b) do lema 2.1, para i = 1,2, ...,

(Qi—1)'ri = (AN Pisa)'ry = (Pica)' A7l = 0 (3.56)
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polo que, parai=1,2,...,
Zi = (Ri)tri = (Qz’)tri - (Bz‘)t(Qz'—l)th' = (Qz’)tﬁ (3.57)

e, obviamente
20 = (R())t’l“o == (Qo)tro. (358)

Deste xeito, pédese reescribir a variante en s-pasos do algoritmo do Erro Minimal
introducindo en cada iteracién a AA'-ortonormalizacién das columnas da matriz Q;,
o que fai que as columnas da matriz P, sexan ortonormais, e polo tanto W; = I. O

algoritmo resultante é:

Algoritmo 3.7 (s-Erro Minimal, segunda versién).
Sexa xo € R"

ro =b— Axg

Qo= Ro = Aja (7“0)

Parai=0,1,2,... ata converxencia

AA'-ortonormalizanse as columnas de Q; 3.59
P, = A'Q; 3.60

Tiy1 = T + By

rip1 =ri — APy,
Riv1 = Anac(ripr)
Biy1 = —(AP)'Ripy
Qiy1 = Riy1 + QiBina

Fin

As propiedades de ortogonalidade consecuencia dos lemas 2.1 e 2.4 son neste caso:

1. (P)"(P;) =0 para todo i # j.
2. (Pj))!A~'r; = 0 para todo ¢ > j. En particular, < r;,7; >= 0 para todo i > j.

3. i1 minimiza E(r) =< A™'r, A7lr >=< x—c,x—c > sobre rg+ £{ Py, ..., P},

onde ¢ € R" é a solucidén exacta do sistema.
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3.6. Variante en s-pasos do Residuo Conxugado

Xeneralizado

Escollendo H = I e K = (A™!)! obtense a variante en s-pasos do Residuo
Conxugado Xeneralizado, que aparece proposto en [23]. Asf, N = A'A e a matriz A
non ten porque ser simétrica, mais a sia parte simétrica debe ser definida positiva.
Deste xeito atopamonos co primeiro exemplo no que a matriz K non é en xeral

simétrica, mais K° é definida positiva pois, se se fai x = Ay, tense que
<x, K% >=< A7z, x >=<y, Ay >=<y, A5y >> 0, (3.67)

xa que A% é definida positiva. Xa que a matriz K non é simétrica, neste caso débese

substituir no algoritmo 2.6:

Algoritmo 3.8 (s-Residuo Conxugado Xeneralizado).

Sexa xo € R"
To :b—AIEU
go = A'rg

POIAA(TO) = Qo

Parai=0,1,2,... ata converrencia

A" A-ortonormalizanse as columnas de P; (3.68)
vi=Plgi (3.69)
Tiy1 = 1 + Py (3.70)
riy1 =1 — APy, (3.71)
giv1 = A'rigy (3.72)
Qit1=Aa(rit1) (3.73)

Para j =0,...,1:

Bl = —(AP;)'AQ;i 1 (3.74)
Py = Qi+ Y _ PiBl, (3.75)
j=0

Fin
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As propiedades de ortogonalidade derivados dos lemas 2.1 e 2.4 para este algo-

ritmo son:

1. (APR)"(AP;) = 0 para todo i # j.
2. (AP;)'r; = 0 para todo ¢ > j. En particular, < r;, Ar; >= 0 para todo i > j.

3. 741 minimiza FE(r) =< r,r > sobre xo + £{ P, ..., P;}.

3.7. Variante en s-pasos do Residuo Minimal de

Axelsson

Xa se viu anteriormente que, cando a matriz K non é simétrica, como pasa na
variante en s-pasos do Residuo Conxugado Xeneralizado, pode resultar problematico
o feito de ter que almacenar todas as matrices P; das iteraciéns anteriores para o
calculo da matriz Bf 1. O problema resélvese en parte coa variante Orthomin(m),
onde m ¢é un ndmero enteiro que indica o nimero de matrices P; inmediatamente
anteriores & iteracion i-ésima que se usan para o calculo da matriz Bfﬂ. Se se
ten en conta a versién Orthomin(1) da variante en s-pasos do Residuo Conxugado
Xeneralizado, obtense a variante en s-pasos dun método conecido, o Método do
Residuo Minimal de Axelsson [6]. Esta nova variante en s-pasos aparece tamén
proposta en [23]. A parte simétrica da matriz de coeficientes A° debe seguir sendo
definida positivae H =T e K = (A™')!, co cal N = A'A:

Algoritmo 3.9 (s-Residuo Minimal de Axelsson).

Sexa o € R"
Ty = b— AZL‘O
go = A'rg

POZAA(T’O) = Qo

Para 1 =0,1,2,... ata converzencia

At A-ortonormalizanse as columnas de P; (3.76)
yi = Py, (3.77)
Tit1 = ;i + Byi (3.78)
riv1 =1 — APy (3.79)
giv1 = A'rip (3.80)
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Qit1=Aa(rit1) (3.81)
Bit1 = —(AP) AQin (3.82)
Py = Qiy1 + BiBiyy (3.83)

Fin

Este algoritmo coincide coa variante en s-pasos do Residuo Conxugado cando a
matriz A é simétrica definida positiva. Neste caso as propiedades de ortogonalizacion

son como consecuencia do lema 2.6:

1. (AP)"(AP,_;) = 0 para todo i > 1.
2. (AP;_1)'r; = 0 para todo ¢ > 1. En particular, < r;, Ar;_; >= 0.
3. rip1 minimiza E(r) =< r,r > sobre x; + £{F;}.

Os métodos obtidos como casos particulares da variante en s-pasos do Algoritmo

Xeral de Ortogonalizacién poden resumirse na seguinte taboa:

Algoritmo Condicion converxencia H

s-Gradente Conxugado As. d. p. A1 I
s-Gradente Conxugado

Precondicionado As. d. p. A1 calquera
s-Residuo Conxugado A simétrica non singular 1 A1
s-Ecuacion normal A non singular 1 1
s-Erro Minimal A non singular (AAH~L | AtA
s-Residuo Conxugado

Xeneralizado A%s. d. p. I (A1
s-Residuo Minimal AS s d. p. I (A~1)t

Resumindo, entre estes métodos o s-Erro minimal é proposto por primeira vez
polos autores deste traballo. O resto dos métodos aparecen en publicacions doutros
autores. Neste traballo proponse un marco tedérico que xeneraliza estes métodos,
que permite obtelos como casos particulares e na sia versiéon N-ortonormalizada.
Esta version N-ortonormalizada é tamén novedosa para todos eles excepto para o

s-Residuo Conxugado Xeneralizado ¢ o s-Orthomin(m).



3.8. Outras variantes en s-pasos 63

3.8. Outras variantes en s-pasos

Suponiamos que a matriz A é simétrica e definida positiva. Entén pédense obter
dous novos métodos. Para o primeiro escollendo H = A=t ¢ K = A, entén N = A.

A matriz K é simétrica definida positiva e o algoritmo é:

Algoritmo 3.10 .
Sexa xy € R"

ro = b — Az

Py = Ax2(Arg)

Para 1 =0,1,2,... ata converzencia

A-ortonormalizanse as columnas de P; (3.84)
yi = Pir; (3.85)
Tit1 = ¥ + Py (3.86)
riy1 =1 — APy; (3.87)
Qir1 = Axz(Aripy) (3.88)
Biy1 = —(P)'AQi (3.89)
Piy1 = Qiy1 + PiBina (3.90)

Fin
As suas propiedas de ortogonalizacién son:
1. (P)'A(P;) = 0 para todo i # j.
2. (P;)'r; = 0 para todo ¢ > j. En particular, < r;, Ar; >= 0 para todo i > j.
3. 741 minimiza E(r) =< r, A~'r > sobre zg + £{ P, ..., P;}.

O segundo método a considerar consiste en escoller H = (AA")™! e K = A, entén

N = I. A matriz K segue sendo simétrica definida positiva e o algoritmo resultante:

Algoritmo 3.11 .

Sexa o € R"
Ty = b — AZL‘O
Py = Ay(ro)

Parai=0,1,2,... ata converxencia

ortonormalizanse as columnas de P, (3.91)
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(3.92)
(3.93)
(3.94)
Qiv1 = Aa(rit1) (3.95)
Bit1 = —(P)' Qi (3.96)

(3.97)

Piy1 = Qiz1 + PiBin 3.97

Fin
E as stas propiedades de ortogonalizacion son:
1. (P)"(P;) = 0 para todo i # j.
2. (P;)!A~'r; = 0 para todo ¢ > j. En particular, < r;,r; >= 0 para todo i > j.

3. 741 minimiza F(r) =< x — ¢,z — ¢ > sobre xy + £{Fy, ..., P;}.



Capitulo 4

Variante en s pasos da segunda
forma do AXO

Considérase unha segunda formulacién do Algoritmo Xeral de Ortogonalizacion,
conecida como segunda forma do AXO, que é equivalente ao algoritmo 1.5 xa visto
no capitulo 2. A diferenza esta no calculo das direcciéns p;,; e dos coeficientes

! 1. A partir desta segunda forma, e coa conveniente eleccién das matrices H e K,
obtense un novo método converxente para toda matriz de coeficientes non sigular,
o método da Dobre Serie Ortogonal [5]. Neste capitulo proponse unha variante en
s-pasos desta segunda forma do AXO, que analogamente se denotarda por segunda
forma do s-AXO, e derivase na variante en s-pasos do algoritmo da Dobre Serie

Ortogonal, que aparece proposto en [2].

4.1. Segunda forma do s-AXO

As matrices H e K supoénense, de igual xeito que nos algoritmos 1.5 e 2.1,
cadradas coa stia parte simétrica definida positiva e N = A*H%A. O algoritmo, que

pode verse en [4] ou [50], é o seguinte:

Algoritmo 4.1 (segunda forma do AXO).
Sexa xy € R"

ro =b— Axg = Az — x¢)

go = A'HSrg = A'HS A(z — 20) = N(z — x0)
po = Kgo

65
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Para:1=0,1,2,... ata converzencia

< 9i, Di >
=it T 4.1
“ < Di, sz > ( )
Tit1 = T + oup; (4.2)
Giv1 = i — o;Np; = AtHs'f’iH (4-3)
< KNg;;1, Np, > )
N EYEY (4.4)
< 28 Npl >
pit1 = KNgip1 + Z Bl (4.5)

=0

Fin

Este algoritmo permite obter novos métodos para eleccions axeitadas de H e K,
que se poden ver en [51] ou [4]. A continuacién, proponse unha variante en s-pasos
da segunda forma do AXO que dard lugar, mediante as elecciéns axeitadas de H e
K, as correspondentes variantes en s-pasos dos métodos que se obtenen da segunda
forma do AXO. Como xa se indicou anteriormente, as matrices H e K supodnense
cadradas coa parte simétrica definida positiva e N = A'H°A. Dendtase por p; o
vector correspondente & iltima columna da matriz P;. Entén, se grao, y (K Np$) > s

para todo i = 0, 1,2, ... ata a converxencia, a segunda forma do s-AXO é:

Algoritmo 4.2 (segunda forma do s-AXO).

Sexa xo € R"
To = b— AZL’()
go = AtHST'O

Py = AKN(KQO) = Qo

Parai=0,1,2,... ata converzencia

W; = (P)'NP, (4.6)
%= (P)'g; (4.7)
yi = (Wy) 'z (4.8)
Tip1 = T + By (4.9)
riv1 =1 — APy (4.10)
gir1 = 9i — NPy; = A'H r; 1, (4.11)
Qit1 = Agn(KNp;) (4.12)
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Para j =0,...,1:

Bl =W (P)'NQin (4.13)
Pi1 = Qipa + Z P;B,, (4.14)
=0

Fin

Pode comprobarse que a unica diferenza co s-AXO orixinal, ao que se denomi-
nara a partir de agora primeira forma do s-AXO, estd no xeito de calcular a matriz
cos vectores xeradores do subespazo de Krylov en cada iteracién, ;1. Non obs-
tante, os dous algoritmos, primeira e segunda forma, son equivalentes no senso de
que, se se parte do mesmo vector inicial xg, ambos os dous proporcionan os mesmos
iterantes x; en aritmética exacta. Para probar este feito, o primeiro que se compro-
bard ¢ que os subespazos de Krylov que van xerando os dous algoritmos en cada

iteracidén son coincidentes.

Lema 4.1 Sezan P; e P, as matrices calculadas nas ecuacidns (2.12) e (4.14) dos
algoritmos 2.1 e 4.2 respectivamente. Enton, se partimos do mesmo vector inicial

o nos dous algoritmos, verificase:
£{Py,..., P} = £{Py, ..., P,} para todoi=0,1,2, ... (4.15)

Demostracion:
A demostracion inspirase na demostracion do lema anédlogo para a segunda forma
do AXO que se pode ver en [51] ou [4]. Demdstrase por inducién:

Para i = 0 6 trivial que Py = Py. Suponse agora que
£{Py, ..., P}y = £{Py, ..., P} (4.16)

para certo ¢ € N. Por inducién probarase que

£{Py,..., P} = £{Py,..., P;}. (4.17)

Para isto basta demostrar que

£{P} C £{P,,..., P} (4.18)
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e que
£{P} C £{Py,...,P}. (4.19)

Sexa k € {1,...,s} e p¥ o vector da columna k-ésima da matriz P; e B 6 termo

J
da fila k e columna [ da matriz B; definida na primeira forma do s-AXO, enton:

i—1 s
TRLCYITES ol oUr a0
=1

J=0

e, pola hipdtese de inducidn, pé- € £{Py,...,P_} para j € {0,....i —1} el €

{1,...,s}.

Por outra banda, e posto que ¢; = ;-1 — NP,_1y; — 1,

(KN)*"'Kg; = (KN)*"'K(g;-1 — NPi_1y;1) (4.21)
e como
(KN)*"'Kg;—1 € P, (4.22)
e
(KN P,_yy;_1 € £{Py, ..., P} para k € {1,...,s} (4.23)
tense enton que
(KN)*'Kg; € £{P,, ..., P;}, (4.24)

co que queda probado que
pPe £{P,, ..., P} para k € {1,...,s}. (4.25)

Dado k € {1, ..., s}, sexa agora p¥ o vector da columna k-ésima da matriz P, e B;k’l)
o termo da fila k e columna [ da matriz Bj definida na segunda forma do s-AXO,
enton:

i—1 s
pE= (KN TKNp:  + > (Z b;.k’l@;) . (4.26)

j=0 \i=1

De novo, pola hipdtese de inducién, ]52- € L£{P,...,P_1} para j € {0,...,i — 1} e
l€{1,...,s}. Ademais,

f{P(),,PZ_l} :K:ZS(KN,KQ()) (427)
polo lema 2.3, polo que p;_; € K;s(KN, Kgp). Logo

(KN 'KNp;_; € Ky (KN, Kgo) = £{Py, ..., B}, (4.28)
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e asi queda tamén probado que

pre L{P, ..., P} parake{l, .. s} (4.29)

As propiedades de ortogonalidade dos lemas 2.1 e 2.2 para a primeira forma do
s-AXO tamén son certas para a segunda forma, que se probarian con demostraciéns

completamente andlogas as de ditos lemas.

Propiedades 4.1 Sezxan i,s € N tales que s(i + 1) < n, e suponse que g; # 0 para
todoi=0,1,2,... ata a converzencia. Se graog (K go) > s(i+1), na seqgunda forma
do s-AXO cumprense:

a) (P,)'NP; =0 para todo i # j.

b) (P;)'g; =0 para todo i > j.
) (P;)'g: = (Q:)'g: para todo i, 7, e polo tanto (Q;)'g; = 0 para todo i > j.
d) (Pl)tNQ] = 0 para todo i > j.
) (P)'NF = (P)'NQ;.

f) (P)'g; = ( ) g0 para todo i > j.

E do mesmo xeito que para a primeira forma do s-AXO, a segunda forma mini-
miza tamén o funcional E(r) =< r, HSr >, o cal se enuncia no seguinte lema con

demostracion tamén completamente andloga 4 do lema 2.4, correspondente & pri-

meira forma.

Lema 4.2 Para cada i = 0,1,2,..., o residuo da sequnda forma do algoritmo s-

AXO, riy1, minimiza o funcional
E(r) =<r, H > (4.30)

sobre o subespazo afin
xo + L{Fy,..., P}. (4.31)

Deste xeito, e posto que o funcional E(r) é estrictamente convexo e, polo tanto,
ten un tinico minimo sobre o subespazo xo+ £{ P, ..., P;}, dedticese que os iterantes

x; son 0s mesmos en aritmética exacta na primeira e segunda forma do s-AXO.

Se a matriz K é simétrica, na segunda forma do s-AXO estase ante unha situacién

semellante & primeira forma do s-AXO cando a matriz K é tamén simétrica. Na
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J

i.; excepto a ultima, mentras

primeira forma do s-AXO antilanse todas as matrices B
J

que na segunda forma, cando K ¢ simétrica, anilanse todas as matrices Bj, ; excepto

as duas ultimas. O lema que demostra esta afirmacién é o seguinte:

Lema 4.3 Nas mesmas hipoteses que o lema 4.1, se a matriz K € simétrica na

sequnda forma do s-AXO enton, para todo 7 < i — 1, cumprese que
B, =0. (4.32)

Demostracion:
Inspirase na demostracién do lema andlogo para a segunda forma do AXO que

se pode ver en [51] ou [4]. O termo na fila I e columna k da matriz B/, é
< pl, N(KN)*p; > . (4.33)
Posto que as matrices N e K son simétricas, tense que
< pl, N(KN)*p; >=< (KN)*p}, Np; > (4.34)

e como k € {1,...,s},
(KN)*pl € £{Py, ..., P} (4.35)

Asi que, se j + 1 < i, pola propiedade a) anterior, tense que
< (KN)*pl, Np; >=0 (4.36)

e, deste xeito, se j < i — 1, a matriz B}, ten todos os seus termos nulos.

Convimos que By = 0. Asf pois a segunda forma do s-AXO para K simétrica

quedaria:

Algoritmo 4.3 (segunda forma do s-AXO, K simétrica).

Sexa xo € R"
To :b—AZL‘U
do = AtHSTo

Py = AKN(KQO) = Qo
Para:1=0,1,2,... ata converxencia
Wi = (P)'NP, (4.37)
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yi = (W) 'z ( )
Tip1 = T + Py ( )
Tiy1 =1 — APy, ( )
9i+1 = 9i — NPy; = AtHSTiH ( )
Qit1 = Axn(KNp;) (4.43)
Sei=0,B;'=0 (4.44)
Biii = —WIi(Pi1)'NQin (4.45)
Bi, = ~W; (P)'NQin (4.46)
Piy1 = Qi1 + Py Bl + PBl, (4.47)
Fin

Coa segunda forma do s-AXO pddense obter novas variantes en s-pasos de méto-
dos non publicadas, no noso conecemento, por outros autores ata o momento. En
concreto, proponse unha segunda forma do s-Erro Minimal e a variante en s-pasos
do Algoritmo da Dobre Serie Ortogonal, este tltimo proposto polo autor e directores
deste traballo en [2].

4.2. Variante en s-pasos do Algoritmo da Dobre

Serie Ortogonal

O algoritmo do Erro Minimal pddese reescribir a partir da segunda forma do
AXO. Basta escoller na segunda forma do AXO as mesmas matrices que foron esco-
llidas para obter o Erro Minimal a partir do AXO [4, 51]. Definindo unha sucesién
axeitada de vectores ortogonais, pode construirse un algoritmo equivalente coneci-

do como o algoritmo da Dobre serie Ortogonal, proposto por Amara e Nedelec en [5].

Na mesma lina, nesta seccién reescribese a variante en s-pasos do Erro Minimal a
partir da segunda forma do s-AXO. A partir desta primeira versién faranse algunhas
modificaciéns obtendo como resultado unha nova versién que se chamara a variante

en s-pasos do algoritmo da Dobre Serie Ortogonal.

Deste xeito, escollese H = (AAY)™' e K = A'A, polo que N = I e K é simétrica.

E substituindo na segunda forma do s-AXO o algoritmo 4.3 queda como segue:
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Algoritmo 4.4 .

Sexa xo € R"™
To = b—AIQ
go=A"rg

Po = AAtA(Atro)

Parai=0,1,2,... ata converzencia

Wi = (P)'P 4.48
zi = (P)'g; 4.49
yi = (Wi) ™'z 4.50

(4.48)

(4.49)

(4.50)
Tipy1 = 2 + Py (4.51)
rig1 =1 — APy, ( )
Giv1 = A (4.53)
Qit1 = Aara(A"Ap;) ( )
Sei=0,B;'=0 (4.55)
Bty = Wi i(Pi1)'Qin (4.56)
Biyy = =W (P) Qi (4.57)
Pii1 = Qini + P B + PiBY, (4.58)

Fin

Faise necesario evitar o cémputo de g;, pois aparece en funcion da inversa da
matriz A. Para iso, usando a definicién de P; e g; e o apartado b) das propiedades

4.1, tense que

20 = (FPo)'go = (A7) (Ro)")'ro (4.59)
e sei=12, .
%= (P)'gi = (Qi)' A7 = ((A7H(Q:)")'rs (4.60)
e, tendo en conta que
(AT (Po)" = (Auar(ro)) (4.61)
e que, para i =1,2, ...
(A™THYQi)" = (Aaae(Apy)), (4.62)

podense definir as matrices
Ry = Aaat(ro) (4.63)
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e, para i = 1,2, ...

Deste xeito, parai=1,2, ...
Q: = AR, (4.65)
e, parat=0,1,2, ...

Agora pddese escribir unha nova versién do algoritmo 4.4, que é a variante en

s-pasos do algoritmo da Dobre Serie Ortogonal (s-DSO):

Algoritmo 4.5 (s-DSO).

Sexa xy € R"
To = b— AZEO
Ry = AAAt(?"o)
PO — AtRO

Para1=0,1,2,... ata converzencia
Wi = (Pz‘)tpi ( )
2z = (Ry)'r; (4.68)
yi= (W) ™"z (4.69)
Tit1 = xi + Py (4.70)
riy1 =1 — APy, ( )
Rit1 = Aaa(Ap;) (4.72)
Qi1 = A'Ripy (4.73)
Sei=0,B"=0 (4.74)
B = ~WZi(Pi1)' Qi (4.75)
Bf+1 = _VVz'_l(Pi)tQiﬂ ( )
P1 = Qi1+ PaBL + BB, (4.77)
Fin
De xeito analogo ao que se fixo coa variante en s-pasos do algoritmo do Erro
Minimal, é necesario definir en cada iteracién unha matriz intermedia para poder

introducir a ortonormalizacién das columnas da matriz P;. Neste caso o que se vai

facer é redefinir as matrices @Q);, de xeito que

Qo = Ro (4.78)
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e, para cadat=0,1,2, ...
Qi1 = Rip + QileE—Ill + QiBl,4, (4.79)

tendo en conta que se i = 0, entén B;' = 0 e o segundo sumando do segundo

membro na ecuacién (4.79) é nulo, co que non se fai necesario definir Q_;.

A partir da definicién da nova matriz @);, poédese comprobar sen dificultede por

inducion que, se 1 = 0,1, 2, ...,
_P,H_1 - AtQi+1. (480)

Ademais, polo apartado b) das propiedades 4.1 para a segunda forma do s-AXO, se
1=1,2,...,

(Qi—1)'rivr = (AT Proy)'ripn = (Poy) A7y = 0 (4.81)

e, analogamente

(Qi)'riy1 = 0. (4.82)
Polo que

20 = (Qo)'ro (4.83)

e, set1=1,2,..,
zi = (Ri)'ri = (Qi)'ri — (B )(Qiz2)'ri — (B H)(Qiz1)'ri = (Q)'ri,  (4.84)

tendo en conta de novo que se i = 1, entén B; ' = 0.

Deste xeito, pddese escribir unha nova versién ortonormalizada do s-DSO intro-
ducindo en cada iteracién a AA'-ortonormalizacién das columnas da matriz Q;, o
que fai que as columnas da matriz P; sexan ortonormais, e polo tanto W; = I. Asi,

y; = 2z = (Q;)'r; e o algoritmo resultante é:

Algoritmo 4.6 (s-DSO ortonormalizado).
Sexa xy € R"

ro = b — Axg

Qo = Ry = Ayat(ro)

Parai=0,1,2,... ata converzencia

AA" — ortonormalizanse as columnas de Q; (4.85)
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Fin

P = A'Q,

vi = (Qi)'ri

Tit1 =z + Py

rivy1 = ri — APy,

Rip1 = Aga(Ap])
Sei=0:B;'=0
Bf—;% = —(AP1)'Rina
Bf+1 = —(AP)'Rin

Qit1 = Riy1 4+ Qi Bl + QiBl4
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Capitulo 5

Variante en s-pasos do BiCG.

Métodos derivados.

O método do Gradente Biconxugado [39, 72, 79] (BiCG) é un método iterativo
para a resolucion de sistemas nos que a matriz non ¢é simétrica. Implicitamente,
o algoritmo non sé resolve o sistema orixinal Ax = b, senén que tamén resolve
un sistema A'z* = b* coa matriz A’. A idea da construcién do BiCG consiste en
simetrizar o sistema construindo un novo sistema de orde 2n, obtendo duas sucesiéns
de vectores tipo Gradente Conxugado, unha baseada no sistema orixinal coa matriz

A e outra coa matriz A'. O algoritmo é o seguinte:

Algoritmo 5.1 BiCG).

Sexa xo € R"

ro =b— Axg

ry € R™ tal que < ro, 75 ># 0

Po=To

Po=To

Parai=0,1,2,... ata converxencia

<riri >

“= 2 Api, pi >
Tip1 = T + Qp;
Tiv1 =i — 0 Ap;
Tig1 =717 — a; A'pj

Bi

*
< Ty, T >
<riri >

Pit1 = Tit1 + Bipi

7
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p;‘k+1 = 7":+1 + Bip;
Fin

O método do Gradente Biconxugado pode dexenerar, xa que non se pode garan-
tir a non nulidade dos produtos escalares < r;, 77 > e < Ap;,p; > para todo 7. Non
obstante, se non dexenera, pdédese comprobar que converxe para calquera matriz

cadrada non singular [39, 4].

Do Gradente Biconxugado derivanse os métodos Gradente Conxugado Cadrado
(72, 76, 79] (GCC) e o Gradente Biconxugado Estabilizado [72, 78, 79] (BiCGSTAB).
Estes dous tiltimos métodos conseguen evitar o uso da matriz A 4 vez que presentan
una converxencia mais rapida con practicamente o mesmo coste computacional. A
idea consiste en observar que, no BiCG, os residuos e vectores direccion poden ser

expresados como

ri = ¢i(A)ro, 17 = ¢i(A)rg (5.1)

pi =mi(A)po, p; = mi(A")pp, (5.2)
onde ¢;(t) e m;(t) son polinomios en ¢ de grao 7, coa condicién ¢;(0) = 1. A partir
de (5.1) pédese escribir

<1y, >=< ¢i(A)rg, oi( Ay >=< ¢?(A)ro, 15 > (5.3)
e, de (5.2),
< Ap;, pi >=< Am;(A)po, mi(A)ph >=< A (A)po, piy > - (5.4)

Deste xeito, o Gradente Conxugado Cadrado constriese obtendo férmulas de recu-
rrencia para ¢;(A)%*rg e m;(A)*po, e definindo uns novos residuos e vectores direcciéon

CO1mMo

7y = ¢i(A)*rg (5.5)

A partir de aqui é inmediato expresar os escalares a; e 3; en funcién de 7; e p;. Non

obstante o GCC ten o problema de que, cando a converxencia non é moi regular,

pode haber problemas de estabilidade numérica.



5.1. Variante en s-pasos do BiCG 79

O BiCGSTAB ¢ unha variante do GCC que foi desenvolta para evitar o proble-
ma da estabilidade numérica. A diferenza do GCC, para construir o BICGSTAB,

definense os residuos e os vectores direccion

i = ¢i(A)i(A)ro (5.7)

Di = %(A)Wz'(A)poa (5.8)

onde ¢;(t) e m;(t) son os mesmos polinomios das ecuaciéns (5.1) e (5.2), e ¥;(t)

é outro polinomio en t de grao ¢ definido pola recurrencia

Yiy1(t) = (1 — wit)i(t). (5.9)

O escalar w determinase de xeito que se minimice a norma do vector

Neste capitulo proponse unha variante en s-pasos do Gradente Biconxugado
(s-BiCG), que se construird seguindo técnicas andlogas & construcién do Gradente

Biconxugado orixinal.

No caso dos métodos Gradente Conxugado Cadrado e BICGSTAB non é posible
obter as correspondentes variantes en s-pasos coas mesmas técnicas que se usan
para obter o GCC e o BiCGSTAB orixinais. O problema é que, se ben os residuos
do s-BiCG poden expresarse como polinomios en A polo residuo inicial, non ocorre
0 mesmo coas matrices P;, que contenen os vectores direccién nas sias columnas.
Isto é debido & non conmutatividade do produto matricial que impide, na ecuacién
que definird as matrices P; no s-BiCG, o desenvolvemento de FP; como un polinomio

en A pola matriz inicial Q.

5.1. Variante en s-pasos do BiCG

Nesta seccion obtense a partir do s-AXO a variante en s-pasos do algoritmo do
Gradente Biconxugado (s-BiCG), que xa foi proposta en [3]. Para obter a variante
en s-pasos do BiCG (s-BiCG) usarase unha técnica andloga 4 utilizada para obter
o BiCG orixinal.
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As hipéteses sobre as matrices H e K non seran certas neste caso (a sia parte
simétrica non ten porque ser definida positiva), polo que a converxencia deberia
obterse con outros argumentos distintos aos que se usaron para obter a do s-AXO.
Non obstante é de esperar que o s-BiCG se comporte de xeito similar ao BiCG en

canto & converxencia.

Dada A unha matriz regular de orde n x n, definense enton as seguintes matrices:

A:(O A),X:<w*>,3:<b>. (5.11)
At 0 x b*

Ly [0 @t (o
a2 (1)

entén N = A'HA = A é simétrica mais non é definida positiva.

E sexan

Deste xeito podese obter o s-BiCG escribindo o algoritmo s-AXO na sta versién

para K simétrica:

Algoritmo 5.2 (s-BiCGQG).
Sexa X, € R?"

Ry =B —-AX,

Py = Qo = Aga(KRy)

Parai=0,1,2,... ata converzencia

W; = PIAP; (5.13)
Se W; singular enton o algoritmo para (5.14)
yi = W, 'PiR; (5.15)
Xipy1 = Xi + Py (5.16)
Ri11 = R, — APy, (5.17)
Qis1 = Aga (KR4 1) (5.18)
Bi1 = _(Wi)_lPﬁA@iH (5.19)
Pii1 = Qi1 +PiBia (5.20)

Fin

Dado que A non é definida positiva, a matriz W; poderia resultar singular para

algunha iteracién i. Neste caso non terfa lugar o célculo de W~ e o algoritmo para.
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E por isto que é necesario introducir no algoritmo a lina (5.14). Se o algoritmo chega
a parar por este motivo, dise que dexenera. No que segue suporase que o algoritmo

non dexenera antes da sua converxencia.

Neste algoritmo non é necesario o calculo do residuo xeneralizado, xa que, se se

denota por G}, viria definido pola seguinte ecuacion:
G; = A'H°R; = R,. (5.21)

Coa intencién de poder escribir o s-BiCG en termos de vectores n dimensionais,

denodtanse as matrices P;, Q; e R; do seguinte xeito:

o pr o Qf o T
fe(T) e (@) en-(2) o

e enunciase o seguinte lema:

Lema 5.1 No s-BiCG tense para todo i,k € {0,1,2,...} que:
a) (@) Afry = QL (A" 1.
b) (Q))" A*Qi = QL (A" Qr.

Demostracion:

Da definicién de Q; en (5.18) e a sta expresion en (5.22) tense que
Q7 = Aar(r]) e Qi = Au(ry). (5.23)

Entén os apartados a) e b do lema son obvios a partir do feito de que para cada
i,k €{0,1,2,...},

(2

(1) Ay =t (AN . (5.24)

O seguinte lema pode enunciarse como consecuencia dos lemas 2.1 e 5.1:

Lema 5.2 No s-BiCG cumplese para todo i,k € {0,1,2,...} que:
a) (PY)'A*P, = P! (AN P;

(2

P) Arri = P} (At)kr;‘kﬂ

(F7)
c) (B)'riq1 = Flri,; =0
()

K2
Pr)ri = Piry = (Q))'ri = Qir.
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Demostracion:

Os apartados a) e b) demdstranse por inducién sobre i:

Para i = 0 os apartados a) e b) son certos polo lema 5.1 posto que Py = Q.
Suponse agora que a) e b) son certos para i — 1 con ¢ > 1, entén, tendo en conta a

definicién de P; en (5.20) e a stia expresion en (5.22),

PP=Q'+P BieP,=Q,+P_B,, (5.25)
e entén
(Pr) ARP; = (5.26)
= (Q))'A*Qi + (Q)) APy By + B{(P) AQi + BY(Pr,) AR P,y B |
P (AY" Py =

5.27
= QAN Q; + Qi(A)'P7 B + BIP! ,(AN*Q} + B P (A")" P\ B;. 20

Os primeiros sumandos dos segundos membros das ecuaciéns (5.26) e (5.27) son
iguais como consecuencia do lema 5.1. O resto de sumandos tamén o son pola hipdte-

se de inducién en a) e b). Isto demostra o apartado a) do lema.

Por outra banda, da ecuacién (5.17) e a expresiéon de R; en (5.22), tense que

rip1 =1r; — APy, (5-28)
e
rig =1 — A'Ply;. (5.29)
Deste xeito,
(P) AFripy = (PF) Alry — (B) A Py, (5.30)
e
PH(AN rry = PH(AY 7y = (AN (P, (5.31)

Os segundos sumandos dos segundos membros das ecuaciéns (5.30) e (5.31) son
iguais como consecuencia do apartado a) que se acaba de demostrar. Tendo tamén

en conta as expresiéns de P; e P da ecuacién (5.25), a igualdade
(B)t AR = PL(AN 7 (5.32)

obtense polo lema 5.1 e a hipdtese de inducion. Deste xeito os primeiros membros

das ecuaciéns (5.30) e (5.31) son equivalentes e o apartado b) queda demostrado.
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O apartado ¢) demodstrase polo apartado b) deste lema, para k = 0 e 0 b) do

lema 2.1, tendo en conta que H = (A~1)! e entén g; = ATHr; = 7.

Por tltimo, da definicién de P;1; en (5.20) e, polo tanto, das ecuacions en (5.25),

tense que
(PF)'rs = (Q))'rs + (B) (P y)'rs (5.33)

(P)'ry = (Qi)'ri + (B) (Pizy) ', (5.34)
e o apartado d) é certo entén polo apartado ¢) anterior e o apartado a) do lema

51 parak=0. 1

Agora, polo apartado a) do lema 5.2, pddese escribir
W; = (P}) AP, + Pl A'PF = 2(P})'AP,. (5.35)

Por outra banda, polo apartado d) do lema 5.2, a ecuacién (5.15) pode volverse a
escribir como

Como consecuencia da seccién b) do lema 5.2, tense que
(P/)'AQit1 = PIA'Q},, (5.37)
e entén, da ecuacién (5.19), obtense
Bit = —(Wo) ™ (PLA'Q:, + (P AQus) = —2(W) ™ (PAQL,) . (5.38)
Finalmente pddese agora reescribir o s-BiCG do seguinte xeito:

Algoritmo 5.3 (s-BiCGQG).

*
Sexa o, x5 € R”

TQZb—A.To
re = b — Atz
POZAA(TO)

By = Aae(rg)

Parai=0,1,2,... ata converxencia
Wi = (P})'AP, (5.39)
yi = W (P)'ri (5.40)
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Tipy1 = 1 + Py (5.41)
Tip1 =1 — APy, ( )
Tipn =T — At-Pi*yi ( )
Qiv1 = Aa(rit1) (5.44)
Qiy1 = Aar (r;k-l—l) ( )
Biy1 = —(W;) (P AQita (5.46)
Piy1 = Qiy1 + PiBina (5.47)
Py =Qi + B Bin (5.48)
Fin

No caso do s-BiCG, a A-ortonormalizacién das columnas da matriz P; complica
moito a posibilidade de dar unha versién deste método en termos de vectores n
dimensionais, polo que neste caso non se usara esta técnica, quedando o algoritmo
anterior, no que se fai necesario o célculo en cada iteracion da inversa da matriz ca-

drada W; de orde s. Como xa se comentou anteriormente, pode ocurrir que algunha

destas matrices W; sexa singular, co que o algoritmo dexeneraria.

As propiedades de ortogonalidade que se poden obter dos lemas 2.1 e 2.2 non
son neste caso inmediatas en termos de vectores n dimensionais. Enuncianse e

demostranse no seguinte lema algunhas propiedades de biortogonalidade:

Lema 5.3 No s-BiCG cumplese que:
a) (Q5)'ri = Q4 =0 para todo i > j.
b)(P})' APyy; = P{A'Pry; = 0 para todo i # j.
c) Pir; = (P})'r; = 0 para todo i > j.

Demostracion:

Do apartado b) do lema 2.2 tense:
Q;RZ- = 0 para todo i > j, (5.49)
do apartado a) do lema 2.1:
P:AP; = 0 para todo i # j (5.50)
e, do apartado b do lema 2.1

t . .
P} R; = 0 para todo i > j. (5.51)
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Desenvolvendo a ecuacion (5.49)

(Q3)'ri +(Q;)'r; = 0 para todo i > j, (5.52)
a ecuacion (5.50)
(P,)'A'P; + (P})'AP; = 0 para todo i # j, (5.53)
polo que
(Pi)tAtP]T"yy + (Pf)'AP;y; = 0 para todo i # j, (5.54)

e, desenvolvendo a ecuacién (5.51),
(P)'ri + (P;)'r; = 0 para todo i > j. (5.55)

Por isto, serd suficiente demostrar unha das igualdades en cada un dos tres apartados
do lema e a outra sera automaticamente certa. Posto que ((F;)'AP;)" = PfA'Pf, o
apartado b) basta demostralo para ¢ > j. Deste xeito, demdéstranse os tres apartados

por inducién para i > j.

Se ¢ = 1, entén s6 pode ser j = 0. O apartado a) é certo parai =1e j =0, xa
que Qo = Py, Qf = B} e polo apartado ¢) do lema 5.2. Para probar o apartado b)

parai=1e j =0, tsase a definicién (5.47) para desenvolver P;, quedando
(P)'A' Py = QUA'Py + BY(Py) APy (5.56)
E agora, usando as definiciéns (5.46) e (5.39) obtense
By = —((Py) ARy~ (B)' AQu. (5.57)
que ao substituir na ecuacién (5.56), queda
(P)A'PY = 0. (5.58)

Para demostrar que o apartado ¢) é certo para i = 1 e j = 0, basta ter en conta

que 1 = 19 — APyyo. Deste xeito,
(P(;k)trl = (PJ)tTO — (P[Sk)t14poyo7 (559)
e, posto que yo = Wi ' (Pg)trg e Wy = (P7)t APy, chégase a que

(Fy)'ry = 0. (5.60)
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Supoénanse certos agora os apartados a), b) e ¢) para i — 1 e para todo j < i — 1.
Entén, para comprobar que o apartado a) é certo para ¢, pola definicién de r; pédese

escribir
(@Q)'ri = (Q))'ris — (@) AP _yyia. (5.61)
Agora, se j < i — 1, entén

(@Q))'rici =0 (5.62)

pola hipétese de inducién e, usando a definicién (5.48) para P;
(@) AP, _1yi1 = (P) AP, _1yio1 — Bi(P;_)'APi_1y;1 = 0 (5.63)
pola hipétese de inducién para o apartado b).
Se j =14 — 1, tense que Q;_,r;_1 = P’ ,r;_; polo apartado d) do lema 5.2, o cal

pddese substituir na ecuacién (5.61) e, usando de novo a definicién (5.48) para P;_1,

tense que
(Q_)'AP,_1)yi1 = (P/4) AP, _yy; 1 — Bi_{(P}3)' AP, _1y;1. (5.64)

Pero (P ,)'AP,_1y;_1 = 0 pola hip6tese de inducién e, tendo en conta a definiciéon
(5.40) para y;_1 e (5.39) para W;_q,

(P)itl)tAP)i—lyi—l = Wi—l(VVi—l)_lpi*—lri—l = P yria, (5.65)
co que, substituindo na ecuacién (5.61), queda probado o apartado a).
Para demostrar a certeza do apartado b) para todo ¢ > j, tsase a definicién
(5.48) para desenvolver P;, quedando
(P7) APy; = (Q7) APyy; + (By)' (Pi_y) APyy;. (5.66)
Se j =i — 1 ent6n, das definiciéns (5.46) e (5.39), tense que
By = —((PLy) AP 1) (PLy) AQ, (5.67)
e, sacando factor comun y;_; e substituindo na ecuacién (5.66), chégase a que
(P) AP yi1 = 0. (5.68)

Por outra banda, se j < i — 1, o segundo sumando da ecuacién (5.66) é cero pola

hipétese de inducién. E usando a definicién (5.42) para substituir

APjy; =rj — 1], (5.69)
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tense que o primeiro sumando da ecuacién (5.66) tamén é cero polo apartado a)

demostrado anteriormente. Deste xeito queda demostrado o apartado b).

Por dltimo, a certeza do apartado ¢) para todo i > j demdstrase usando a
definicién (5.42) para desenvolver r; de xeito que

(P})'ri = (P))'rici — (P}) APy (5.70)

J

e,se j =i—1, aecuacién (5.70) é cero pola definicién (5.40) de y;—1. E, se j <i—1,
o primeiro sumando do segundo termo da ecuacién (5.70) é cero pola hipétese de

inducién e o segundo sumando tamén polo apartado b) demostrado anteriormente. l
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Capitulo 6
Resultados numéricos

O obxectivo deste capitulo é presentar e analizar os resultados numéricos ob-
tidos na implementacion paralela dos métodos propostos nos capitulos 3, 4 e 5.
Antes de presentar estes resultados introdicense algins conceptos relevantes sobre
a programacion paralela en xeral e outros mais concretos relacionados cos resultados
numéricos presentados neste capitulo. En concreto, nun primeiro apartado definese
un sistema paralelo e dase algunha das clasificacions mais habituais destes sistemas
especificando finalmente o tipo de sistema paralelo onde se executan estas probas.
Nunha segunda seccion tratase a nocién de matriz dispersa e, entre os diferentes for-
matos de almacenamento, o que se usa na programacion destes métodos. Na seguinte
seccion preséntanse os distintos paradigmas de programacion paralela e indicase cal
¢ o paradigma escollido neste caso, asi como a especificacién mais habitual asociada
a este paradigma e usada para a paralelizacion dos cédigos, OpenMP. Nun cuarto
apartado definense os conceptos de aceleraciéon e eficiencia, que se usaran como me-
dida da escalabilidade dos métodos propostos. Finalmente mostranse os resultados

obtidos coa implementacion paralela dos métodos en s-pasos.

6.1. Sistemas paralelos

A computacion paralela é unha técnica de programacién na que varias instru-
cions execitanse simultaneamente. Baséase no principio de que os problemas grandes
podense dividir en partes mais pequenas que poden resolverse de xeito concurrente
(en paralelo). Durante moitos anos, a computaciéon paralela aplicouse na compu-
tacion de altas prestaciéns, mais o interese nela aumentou nos tltimos anos debido,

entre outros factores, as restricions de consumo enerxético dos microprocesadores

89
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que derivaron na integracién de multiples niicleos nun tnico procesador (sistemas
multintcleo) [46, 70].

Un sistema paralelo pode definirse como unha coleccién de elementos de proce-
samento independentes que cooperan e se comunican entre si, e que son capaces de
resolver de xeito conxunto un unico problema. Esta definiciéon abrangue dende os
recentes sistemas multinicleo ata as contornas Grid ou Cloud [70]. Existen varios
xeitos de clasificar os sistemas paralelos. Pode facerse considerando a organizacién
interna dos procesadores, a estrutura de interconexién entre os procesadores ou o
fluxo de informacion a través do sistema. Unha primeira clasificacién presentada por
Flynn [70] estd baseada no fluxo de instruciéns e de datos e distingue entre catro

tipos de sistemas computacionais:

» Unha instrucién, un dato (SISD). E o caso dun computador secuencial que

non explota o paralelismo.

= Multiples instruciéns, un dato (MISD). Pouco comtun debido ao feito de que
a efectividade dos multiples fluxos de instruciéns sole precisar de multiples

fluxos de datos.

» Unha instrucién, multiples datos (SIMD). Un computador que explota varios
fluxos de datos dentro dun tnico fluxo de instruciéns para realizar operaciéns
que poden ser paralelizadas de xeito natural. Por exemplo, un procesador

vectorial.

» Multiples instruciéns, multiples datos (MIMD). Varios procesadores auténo-
mos que executan simultaneamente instruciéns diferentes sobre datos diferen-
tes. Os sistemas distribuidos adoitan clasificarse como arquitecturas MIMD;
ben sexa explotando un tnico espazo compartido de memoria, ou un distri-

buido.

Esta clasificacién é moi utilizada porque é moi sinxela e proporciona unha primei-
ra aproximacion academicamente correcta. Non obstante non é moi axeitada para
clasificar os sistemas paralelos actuais pois, a pesar das diferenzas que presentan,
case todos eles coincidirian dentro da mesma categoria. A principal clasificacion dos
sistemas paralelos actuais baséase no paradigma de programacion destes sistemas.
Esta distingue basicamente entre tres grandes familias: memoria compartida, pro-

cesamento paralelo de datos e arquitecturas distribuidas (ou de paso de mensaxes).
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Esta clasificacién é tamén moi xenérica e existen outras aproximacions diferentes,
pero é xeralmente considerada como unha boa aproximacién para a clasificacion da

maioria dos sistemas utilizados en contornas da computacion de altas prestacions.

6.1.1. Sistemas de memoria compartida

Nos sistemas de memoria compartida, tamén conecidos como multiprocesadores,
todos os procesadores poden acceder a calquera direccion de memoria do sistema
utilizando as instruciéns convencionais de acceso 4 memoria. O mecanismo mais
habitual para programar estes sistemas é mediante OpenMP [20, 21] que, a través
de directivas de compilacion, proporciona unha interfaz sinxela para xerar cdodi-
go paralelo. Estes sistemas, & sta vez, poden clasificarse en procesadores simétricos
(Symmetric MultiProcessor, SMP) tamén denominados UMA ( Uniform Memory Ac-
cess) e sistemas de acceso a memoria non uniforme (Non Uniform Memory Access,
NUMA) [40, 46, 47, 70]. A arquitectura SMP utiliza un bus de comunicaciéns para
conectar os procesadores coa memoria, garantindo que o custo de acceso a memoria
¢ 0 mesmo para todos os procesadores, independentemente da posicién de memoria
solicitada. Os problemas de contencién no bus do sistema condicionan, en gran medi-
da, a escalabilidade destes sistemas. Pola contra, nos sistemas NUMA a distribucion
da memoria non é simétrica, polo que o custo de acceso & memoria dependera da
distancia entre o procesador e a posicién de memoria solicitada. O esquema maéis sin-
xelo dos sistemas NUMA asocia unha seccién de memoria a cada procesador, de tal
xeito que o acceso de cada procesador & sia memoria asociada presenta unha baixa
latencia mentres que o acceso a posiciéns de memoria que estean asociadas a outro
procesador implica unha maior penalizacion en tempo. Esta estrutura xerdrquica

pode ter mais niveis na arquitectura.

6.1.2. Procesamento paralelo de datos

A caracteristica principal destes sistemas é que unha operacién se executa en
paralelo en cada elemento dunha estrutura regular, actuando sobre diferentes datos.
Este tipo de sistemas encaixa dentro da categoria SIMD e ¢é a base dos procesadores
vectoriais. Actualmente, no &mbito da computacion de altas prestacions, os sistemas
baseados unicamente neste paradigma de programacion estan a desaparecer. Mais
este tipo de técnicas seguen vixentes noutros sectores como, por exemplo, no proce-

samento de imaxes mediante tarxetas graficas (Graphics Processing Units, GPUs)
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ou os systolic arrays. Nos tltimos anos, cobrou especial relevancia a programaciéon
de propésito xeral de GPUs (General-Purpose computation on Graphics Processing
Units, GPGPU), na que se utiliza a GPU como un coprocesador matematico para
realizar operaciéns sobre grandes estruturas de datos [40, 46, 74]. En certas apli-
cacions, este tipo de técnicas obtenen un rendemento moi superior ao obtido con

microprocesadores de proposito xeral.

6.1.3. Arquitecturas paralelas distribuidas

Os sistemas paralelos distribuidos estan formados por elementos computacionais
independentes (nodos) unidos mediante unha rede de interconexién. A principal
caracteristica destes sistemas é que os accesos a memorias non locais, é dicir, a datos
almacenados na memoria local doutros nodos, esixen unha comunicacién explicita
entre os nodos implicados. O paradigma de programacién de paso de mensaxes é o
mecanismo de programacion habitual neste tipo de sistemas. Ainda que existen
outras alternativas, a libraria MPI (Message Passing Interface) [38, 66] converteuse
no estandar de facto do paradigma de paso de mensaxes en arquitecturas paralelas
distribuidas. Os sistemas paralelos distribuidos son altamente escalables e, ademais,
permiten introducir novos niveis de arquitectura dentro de cada nodo computacional.
As arquitecturas mais comins en computacién de altas prestaciéns dos ultimos anos
foron arquitecturas paralelas distribuidas: clusters, constelacions e computadoras

masivamente paralelas [40, 46, 70].

= Un cluster pode definirse como un sistema paralelo formado por nodos in-
dependentes conectados a través dunha rede de interconexion dedicada. En
xeral, os clusters son sistemas pouco acoplados, o que permite que sexan moi
robustos e, ao mesmo tempo, facilita a administracién e desenvolvemento dos
propios sistemas. Ademais da sta flexibilidade e versatilidade, o éxito destes
sistemas débese & excelente relacién prezo-rendemento. A configuracién mais
sinxela de cluster, coniecida como Beowulf, consiste en multiples PCs conec-
tados mediante unha rede de tipo Ethernet, xeralmente utilizando un sistema
operativo GNU /Linux. Actualmente os sistemas méis habituais estén formados
por procesadores multinticleo interconectados por redes InfiniBand ou Gigabit
Ethernet. A aparicién de nodos formados por multiples nicleos produce dous
niveis de comunicacion diferentes: internodo e intranodo. Debido as diferentes

caracteristicas que presentan estes dous niveis de comunicaciéon, a adaptacion
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dos programas a esta distribucion xerarquica dos elementos computacionais

é fundamental para aproveitar eficazmente estes sistemas.

= As constelacions considéranse unha subclase de cluster na que o nimero de
nicleos por nodo é superior ao nimero de nodos do sistema completo. E dicir,
o nivel de paralelismo dominante nas constelaciéns é o nivel intranodo. En
xeral, os nodos destes sistemas estan formados por multiprocesadores (SMP
ou sistemas NUMA), cun gran nimero de niicleos. Para obter alto rendemen-
to deste tipo de sistemas é necesario utilizar un paradigma de programacion
hibrido, que utilice paso de mensaxes nas comunicaciéns internodo, mentres
que dentro de cada nodo pddense executar diferentes fios baixo o paradigma
SMP.

» Os computadores masivamente paralelos (Massively Parallel Processing, MPP),
ao contrario que os clusters, son sistemas distribuidos cun nivel de acoplamen-
to moi alto. Nos sistemas MPP os nodos son independentes (é dicir, contenien
a stia propia memoria e unha copia do sistema operativo) e estan conectados a
través dunha rede de alta velocidade, pero xestionanse como un tinico sistema,
de maneira similar a un multiprocesador. En xeral, o rendemento destes siste-
mas é maior que o dos clusters, xa que algiins componentes adoitan desenarse

especificamente para estes sistemas.

A implementacién dos métodos probados neste capitulo foi realizada no sistema
Finis Terrae do Centro de Supercomputacién de Galicia (CESGA) [17], contando
tamén coa axuda puntual dos técnicos de sistemas e outro persoal deste centro. O sis-
tema Finis Terrae esta formado por 142 nodos de computacién HP Integrity rx7640,
cada un deles con 16 nicleos Itanium Montvale a 1,6 GHz e 128 GB de memoria
principal, e 1 nodo HP Integrity Superdome con 128 nicleos Itanium Montvale e
1024 GB de memoria.

6.2. Matrices dispersas

As probas numéricas executaronse sobre matrices exemplo da paxina web Ma-
trix Market [61]. Escolléronse matrices reais dispersas, cadradas, non singulares e
de gran tamano, coas caracteristicas particulares necesarias para a converxencia do
método executado. Unha matriz dispersa é aquela cun gran niimero de termos nulos,

no senso de que sexa suficiente como para que este feito poida ser aproveitado en
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termos de memoria e tempo de execucion.

Se n é a orde da matriz (e polo tanto o niumero de filas ou columnas) e nnz o
nimero de elementos non nulos, nunha matriz dispersa ctimprese que nnz << n?.
Normalmente almacénanse as entradas non nulas e certa informacién acerca da sia
posicién especifica dentro da estrutura da matriz. Deste xeito aférrase espazo de al-
macenamento en memoria. Pédense citar, entre os esquemas de almacenamento de
matrices dispersas, algins dos madis usados [10]: SKS (Sky-line Storage), JDS (Jag-
ged Diagonal Storage), BCRS (Block Compressed Row Storage), CDS (Compressed
Diagonal Storage), CCS (Compressed Column Storage) e CRS (Compressed Row
Storage). A eleccién dun esquema de almacenamento ou outro soe estar guiada polo
tipo de patron de accesos do codigo que vaia realizarse sobre a matriz dispersa en

cada aplicacion.

Nas probas numéricas que se presentan neste capitulo utilizouse o formato CRS.
Este formato é equivalente ao CCS salvo que o CRS percorre a matriz por filas e
o CCS faino por columnas. A razén do seu uso é que resultou ser o formato maéis
eficiente na paralelizaciéon dos produtos matriz dispersa vector e matriz dispersa
matriz, xa que ambas as dias operaciéns fanse percorrendo a primeira matriz (neste

caso a dispersa) por filas.

O formato CRS consiste en almacenar os datos da matriz e a informacién sobre

a sta posicion nela nos tres vectores seguintes:

= O vector real values de dimension nnz que contén os datos non nulos da matriz

ordeados seguindo a orde imposta polas filas.

= O vector enteiro colind de dimensiéon nnz cos indices das columnas & que

pertencen os elementos almacenados no vector values.

= O vector enteiro rowptr de dimensién n+1, que contén o punteiro (ou posicion)
do primeiro elemento non nulo de cada fila da matriz no vector values. O ultimo

elemento de rowptr é nnz + 1.
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Por exemplo, a matriz

1. 0. 0. 2. 0.
3. 4. 0. 5. 0.
A=16. 0. 7. 8 0O
0. 0. 10. 11. O.
0. 0. 0. 0. 12

almacénase, no formato CRS, nos vectores:
» values= (1.,2.,3.,4.,5.,6.,7.,8.,9.,10.,11., 12.)
» colind=(1,4,1,2,4,1,3,4,5,3,4,5)
» rowptr= (1,3,6,10,12,13)

A linguaxe utilizada na programacion dos métodos é Fortran 95. O compilador
de Fortran usado, dos disponibles no CESGA, é o propio de Intel. Entre outras
vantaxes, con esta linguaxe de programacién simplificase o cédigo nas operacions
vectoriais e matriciais. Fortran 95 dispon das stas propias funcions intrinsecas para
as operaciéns con vectores e matrices. Non obstante, as operacions con matrices
dispersas deben realizarse cun codigo realizado ao efecto. No cadro 6.1 médstrase o
cddigo para o produto dunha matriz dispersa A, cadrada de orde n, en formato CRS,

por un vector z € R". O resultado é o vector y € R".

DOi=1,n

k1 = rowptr(i)

k2 = rowptr(i+1) —1

y(i) =Dot_Product(values(k1 : k2), z(colind(k1 : k2)))
END DO

Cadro 6.1: Produto matriz dispersa por vector

O codigo do produto dunha matriz dispersa A, cadrada de orde n, en formato
CRS, por unha matriz B de orde n x s pode verse no cadro 6.2. O resultado é a

matriz C' de orde n X s.
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DO k—1,s
DOi=1,n
k1 = rowptr(i)
k2 = rowptr(i+1) —1
C(i, k) =Dot_Product(values(kl : k2), B(colind(k1 : k2),k))
END DO
END DO

Cadro 6.2: Produto matriz dispersa por matriz

6.3. Programaciéon Paralela

Existen diversos paradigmas na programacion paralela, en moitos casos ligados
a arquitectura ou sistema paralelo onde se implementa. Actualmente sobresaen os

seguintes modelos de programacion.

= Programacién mediante o paradigma de paso de mensaxes. Este para-
digma é o mais axeitado en sistemas paralelos con memoria distribuida, como
os clusters. Os procesos comunicanse enviando e recibindo mensaxes e facendo
chamadas a bibliotecas as cales administran o intercambio de datos entre os
procesos. A biblioteca estandar neste momento, e portable, para o paso de
mensaxes é MPI (Message Passing Interface), disponible para Fortran, C e
C++. Neste modelo de programacion todo o paralelismo é explicito, é dicir, o
programador € o responsable de extraer o paralelismo, distribuindo os datos e

computaciéns, e de establecer as comunicacions e sincronizacions.

» Programacion mediante directivas de memoria compartida. Neste mo-
delo a memoria é comn a todos os fios e as variables poden ser compartidas por
todos os fios, ¢ o modelo mais axeitado as arquitecturas do tipo multinticleo.
A coordinacién e cooperacién entre os fios realizase a través da lectura e es-
critura das variables compartidas e a través de variables de sincronizacion. O
estandar neste caso ¢ OpenMP, que permite ao programador engadir ao pro-
grama secuencial directivas de compilacién que indican & computadora onde e
como hai que paralelizar. A vantaxe deste modelo é que é moito mais sinxelo
paralelizar & vez que se consegue un codigo portable. Non obstante ¢ menos

flexible e eficiente, xa que non ten tanto control por parte do programador.
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= Modelo de programacién hibrida. Este é o modelo que combina os dous
anteriores, implementariase nunha constelaciéon onde existe una xerarquia de
memoria en varios niveis. A constelacion ten varios nodos cada un coa sua
memora local e unha serie de ntcleos que comparten dita memoria. Dentro de
cada nodo o modelo seria o da memoria compartida e pasariase a un modelo
hibrido no caso de usar varios nodos. Para este modelo existe algunha linguaxe
recentemente desenvolvida, como UPC [37], mais o habitual é o uso conxunto
de OpenMP e MPI.

As probas numéricas que se presentan neste traballo relizaronse no Finis Terrae
do CESGA que, como xa se comentou, € un sistema con 142 nodos e cada un deles
con 16 nucleos. Decidiouse escoller un modelo de programaciéon mediante directivas
de memoria compartida usando un tnico nodo en cada execucion e ata 16 nicleos.

Para iso tsase OpenMP.

OpenMP (Open Multi-Processing) [20, 63] é unha API (Application Program
Interface) que nace do traballo conxunto de importantes fabricantes de hardware
e software como AMD, IBM, Intel, Cray, HP, Fujitsu, NVIDIA, NEC, Microsoft,
Texas Instruments, Oracle Corporation e algunha méis [63], ofrecendo ao usuario
un modelo de programacién de paralelismo explicito. Esta API estd composta por
un conxunto de directivas do compilador que o usuario utiliza para especificar que
rexions de cddigo van ser paralelizadas, e unha libraria de rutinas. A implementacion
de OpenMP utiliza fios de execucién paralelos (multithreading) para obter o para-
lelismo, mediante un modelo conecido como fork-join, onde unha tarefa dividese en
varios fios (fork), para logo recolectar os seus resultados ao final e unilos nun sé re-
sultado (join). Deste xeito, ao atoparse unha directiva paralela que asi o indique, o
fio maestro dividese nun niimero determinado de fios esclavos que se executan con-
currentemente e as tarefas distribiense entre eles. En OpenMP todos os fios acceden
a4 mesma memoria, ainda que é posible xestionar estes accesos e xerar espazos de
memoria privada, entre outras operacions. Diso encarganse algunhas das suas di-
rectivas, que se ven complementadas polas clausulas, con diversos usos dependendo
da directiva & que acompanen. En xeral, estas clausulas tsanse para modificar o
caracter das variables (privadas ou compartidas), para levar a cabo operaciéns de

sincronizacién, inicializacién, copia de datos, reducién, control de fluxo, etc.
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O paralelismo con OpenMP faise principalmente a nivel de bucle, introducindo
directivas naqueles bucles que sexan paralelizables. Para iso hai que evitar, as veces
modificando o codigo, a existencia de dependencias no bucle, e procurar, cando exis-
tan bucles anidados, paralelizar o bucle mais externo posible. No cadro 6.3 mostrase

o codigo paralelo para o produto matriz dispersa por vector.

ISOMP PARALLEL DO
DO:=1,n

k1 = rowptr(i)

k2 = rowptr(i+1) — 1

y(1) =Dot_Product(values(k1 : k2), x(colind(k1 : k2)))
END DO

Cadro 6.3: Produto matriz dispersa por vector con OpenMP

E no cadro 6.4 pode verse o cdédigo paralelo do produto dunha matriz dispersa por
matriz. Neste caso intercambiouse a orde dos bucles anidados, facendo que o bucle
externo sexa o bucle en n, xa que n >> s, e polo tanto, o que interesa paralelizar

é o bucle en n.

'$SOMP PARALLEL DO
DO:=1,n
DO k=1,s
k1 = rowptr(i)
k2 = rowptr(i +1) — 1
C(i, k) =Dot_Product(values(kl : k2), B(colind(k1 : k2),k))
END DO
END DO

Cadro 6.4: Produto matriz dispersa por matriz con OpenMP

A directiva WORKSHARE de OpenMP paraleliza as operacions vectoriais e ma-
triciais en Fortran 95. Non obstante, as probas feitas no Finis Terrae mostraron
que o uso desta directiva non producia ningunha mellora sobre o cédigo orixinal, o
cal aconsellou non usar as operacions sobre vectores e matrices nin as funciéns de
Fortran 95. Reescribironse, desenvolvendo en bucles, todas as operacions vectorias

e matricias e paralelizaronse os bucles coas correspondentes directivas.
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6.4. Aceleracion e eficiencia

O obxectivo principal da computacién paralela é reducir o tempo de execucién
dun programa repartindo o traballo computacional entre varias CPUS que execu-
tan o cédigo en paralelo. Para medir a ganancia en rendemento ou eficiencia dun
programa paralelo respecto ao programa en secuencial, definense algunhas medidas
como a aceleracion ou a eficiencia. Se un mesmo programa se executa nun fio e en
Nth fios e se denota por T; e Ty, aos respectivos tempos de execucion, poderia
esperarse que se cumprise nun hipotético caso ideal que Ty, = 11/Nth. Isto non
se cumpre en xeneral pois, entre outras cousas, as comunicacions e sincronizacions
entre flos consomen o seu tempo na execucion dun programa paralelo. Unha medida
que indica o beneficio relativo de resolver un determinado problema en paralelo é a

aceleracion (speedup).

A aceleracion definese como o cociente entre o tempo de execucién dun algoritmo
en secuencial (e polo tanto nun tnico fio) e o tempo de execucién do mesmo algoritmo

en paralelo con Nth fios [56]. E dicir:

T

S = .
TN

(6.1)

O caso 6ptimo no que se obteria un maior beneficio coa programacién en paralelo
deberia ser cando S = Nth. En teoria, a aceleracion non deberia superar nunca o
valor de Nth. Tense asi que

0< S < Nth, (6.2)

e canto mais se achegue a aceleracion a Nth, mellor sera o rendemento que obtemos
da programacion en paralelo. Porén, na préctica dase S > Nth nalgunos casos (su-
peraceleracién ou aceleracién superlinear). En xeral, este feito débese a un mellor
aproveitamento da xerarquia de memoria. Pola natureza do estudo que se fai coas
variantes en s-pasos, onde o interese estda na comparacion da variante co método
orixinal, medirase neste traballo a aceleracion respecto ao tempo de execucién do
método orixinal en secuencial. E dicir, T} é o tempo que tarda o método orixinal

(s = 1) en executarse en secuencial (Nth = 1).

Por outra banda, unha medida que indica a porcentaxe de tempo que cada
procesador, por termo medio, dedica & execucién do programa (e polo tanto ao

tempo que non se perde en comunicaciéns e sincronizaciéns) é a eficiencia, que se



100 Capitulo 6. Resultados numéricos

define como o cociente entre a aceleracion e o numero de fios utilizados na execucion

do algoritmo. Polo tanto:

S

- (6.3)

Por suposto, ante un comportamento ideal teriase que o valor da aceleracién é igual

a Nth e polo tanto F/ = 1, deste xeito
0<FE <, (6.4)

e teriase superaceleracion naqueles casos en que £ > 1.

6.5. Resultados

Nesta seccién preséntanse os resultados numéricos das diferentes variantes en
s-pasos propostos e a comparacion cos respectivos métodos orixinais. Ainda que
dalgunhas das variantes xa existen resultados numéricos publicados anteriormente
24, 25, 77|, os resultados numéricos que se presentan neste traballo son das sias
versions N-ortonormalizadas. Destas ultimas tan sé existen resultados numéricos

publicados do s-Residuo Conxugado Xeneralizado e s-Orthomin(m) en [29].

Cada método foi executado sobre varias matrices. Mostranse os resultados obti-
dos cunha das matrices, tendo en conta que, sempre que o método orixinal converxa,

os resultados sobre outras matrices son similares.

Na execucion dos métodos, o proceso iterativo finalizara cando se cumpra unha
determinada condicién que se denomina test de parada. Na programacion destes

métodos o test de parada utilizado é Hrl ||’|
To

cada método. Se existe algin nimero natural & tal que o test de parada se cumpre

< € con € € R un valor prefixado en

con ¢ = k e non se cumpre con ¢ < k, entén o algoritmo para e dise que o método
converxe en k iteracions. Posto que o obxectivo é o estudo da escalabilidade na
implementacion paraela, para cada método axtstaxe o test de parada fixando o e,
de xeito que o niimero de iteraciéns ata a converxencia sexa suficientemente grande.
Canto maior sexa o numero de iteracions ata a converxencia mais se notard a mellora

da escalabilidade nos métodos en s-pasos, se esta existe.
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6.5.1. s-Gradente Conxugado

As primeiras probas realizanse co s-Gradente Conxugado. Da variante en s-pasos
do Gradente Conxugado xa existen resultados numéricos publicados en [24], o cal fai
esperar resultados positivos neste primeiro caso. Non obstante a variante probada
nesta seccion é a que contén a /N-ortonormalizacién dos vectores directores calcula-

dos en cada iteracion, da cal non existen resultados publicados ata a data.

Os resultados que se presentan nesta seccién obtivéronse coa matriz s3dkt3m2
da Matrix Martket [61]. Esta matriz é cadrada simétrica, definida positiva, de or-
de 90449 e 3753461 elementos non nulos. Ao igual que o resto das matrices que
se usan, un dos formatos no que se pode descargar a matriz é o CCS, mais non o
RCS, polo que o primeiro paso que se fai necesario é o uso dunha rutina que cam-
bie o formato CCS ao RCS, que é o que se decide usar polas razoéns xa explicadas.
Na péxina do proxecto BeBOP Sparse Matriz Converter [11] ofrécese unha libreria

de rutinas en C que realizan o cambio entre distintos formatos de matrices dispersas.

O test de parada que se escolle nestas probas concretas é ¢ = 107%. Por unha
banda executéuse o método orixinal, que equivale & variante para s = 1 e pola outra
a variante para distintos valores de s. Decidiuse ir collendo valores pares para s. A
medida que aumenta o valor de s o niimero de iteraciéns en que converxe o método
vai diminuindo. O valor da s mais grande escollido é aquel a partir do cal o niimero
de iteraciéns en que converxe comenza a crecer. Neste caso particular os valores de

ssons=1,2,4,6,8,10,12 e 14.

O cadro 6.5, mostra o numero de iteraciéns en que converxe o método para os
distintos valores dados de s. Na segunda lina do cadro moéstrase o cociente entre o
nimero de iteraciéns en que converxe o método para s = 1 e o nimero de iteracions
en que converxe o método para o correspondente valor de s. Deste xeito pode com-
probarse en que factor se reduce o niimero de iteracions para os distintos valores de
s, verificandose, como era de esperar, que o numero de iteracions no que converxe
o método para cada valor de s (Iter(s)) é proximo ao cociente entre o numero de
iteraciéns no que converxe o método orixinal (Iter(s = 1)) e o valor concreto de s.
Este cociente non é exacto debido a que nos calculos Usase aritmética con precision
finita.
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s=1 | s= s=4 | s=6 | s=8 | s=10 | s=12 | s=14
Iteracions | 15474 | 7744 | 3874 | 2584 | 1939 1553 1295 1111
Iter(s =1)
Iter(s)

1 21399599 798| 9.96 | 11.96 | 13.93

Cadro 6.5: Iteracions s-GC

A seguinte variable que se mide nestas probas é o tempo de execucién en segun-
dos, que se mostran no cadro 6.6. Resaltanse en cor vermello os tempos minimos de
entre todas as variantes executadas nun mesmo nimero de fios. Estes son os valores
minimos de cada fila no cadro 6.6. Analizando estes resultados pode comprobarse
como, a partir de 4 fios, os tempos de execucién melloran en todos os casos (excepto
s =2e4 fios e s =14 e 8 fios) da variante en s-pasos respecto ao método orixinal.
Non obstante, esta mellora non é mais pronunciada a medida que aumenta s, incluso
pode comprobarse como para 16 fios os tempos permanecen todos en valores moi
similares para os distintos valores de s. Deste xeito os mellores tempos de execucion

obténense para valores como s = 4 ou s = 6, nalgliin caso para s = 2.

Tempo s=1 s=2 s=4 s=6 s=8 | s=10| s=12 s=14
Nth=1 | 688.27 | 803.97 | 790.18 | 784.64 | 876.43 | 942.75 | 992.34 | 1095.68
Nth=2 | 398.29 | 396.89 | 386.93 | 470.86 | 492.06 | 401.80 | 432.12 | 460.28
Nth=4 | 216.88 | 346.69 | 218.06 | 195.36 | 198.25 | 204.71 | 212.32 | 208.92
Nth=8 | 112.77 | 7777 | 79.45| 85.02 | 82.39| 81.79 | 86.13 | 114.62
Nth=16 | 74.88 | 40.61 | 39.71 | 40.75 | 40.45| 40.15| 41.44 44.26

Cadro 6.6: Tempos de execucion s-GC

A aceleracion proporciona unha medida da escalabilidade do método e a sua
variante en s-pasos para os distintos valores de s. No cadro 6.7 pédense comparar
as aceleracions medidas en todos os casos. Sindlase neste caso en vermello aqueles
valores maximos entre os que son executados cun mesmo numero de fios. Neste caso,
son os maximos de cada fila no cadro 6.7 que, loxicamente, coinciden no mesmo
lugar que os tempos minimos resaltados no cadro 6.6. O salientable neste cadro
¢ comprobar que para 8 e 16 fios coa variante en s-pasos para s = 2,4,6,8 e 10
obténense acelereracions moi superiores as que se obtenen co método orixinal (s = 1),
superando incluso o limite teérico establecido polo nimero de fios (superaceleracién).

Deste xeito danse nestes casos exemplos de superaceleracion.
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6.5. Resultados
Aceleracion | s=1| s=2 | s=4 | s=6| s=8 | s=10 | s=12 | s=14
Nth=1 1] 0.86| 087 | 088 | 0.79| 0.73| 0.69 | 0.63
Nth=2 173 1.73 ] 1.78 | 146 | 1.40| 1.71| 1.59| 1.50
Nth=4 317 199 | 3.16 | 352 | 347 | 336 | 324| 3.29
Nth=8 6.10 | 885 | 866 | 810 | 835 | 842| 7.99| 6.00
Nth=16 9.19 | 16.95 | 17.33 | 16.89 | 17.02 | 17.14 | 16.61 | 15.55

Cadro 6.7: Aceleracion s-GC

Cunha representacién gréafica das aceleraciéns no grafico 6.1 pode apreciarse

mellor como mellora a aceleraciéon en paralelo na variante en s-pasos en todos os

casos representados con respecto ao método orixinal (s = 1). Escolléronse para este

grafico unicamente os valores de s = 1,2,4,6,8 e 10. Coa intenciéon de obter un

grafico méis claro eliminanse os valores s = 12 e s = 14, para os que os valores

da aceleracién tampouco crecen significativamente. O tnico caso no que se pode

apreciar que a variante en s-pasos non mellora a aceleracion respecto ao orixinal

neste exemplo é para s = 2 e 4 procesos.
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14,00

12,00

10,00

8,00

6,00

4,00

2,00
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Nth=16

——s=1
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—>4=5=6
—¥=s=8
—0—-s=10

Figura 6.1: Aceleracion para s-CG.
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Neste exemplo preséntase un tltimo cadro, o cadro 6.8 coas eficiencias corres-
pondentes a cada execuciéon. De igual xeito que nos cadros anteriores, resaltese en
vermello as eficiencias maximas para cada fio, é dicir, en cada fila do cadro. Estes
maximos coinciden tamén nos mesmos lugares que os sinalados nos cadros anteriores.
Os datos presentados no cadro 6.8 permiten comparar a eficiencia da implementa-
cién paralela entre todos os casos, incluso executados con distinto nimero de fios.
A eficiencia medida nas execuciéns para 1 fio, primeira fila (Nth = 1), mostra o
valor da eficiencia da variante en s-pasos, para cada s, executada en secuencial, con
respecto ao método orixinal en secuencial. Ainda que se pode apreciar en secuencial
que, para valores de s > 1 a eficiencia baixa bastante, cando se utilizan varios fios
contrarréstase este efecto, chegando incluso a sobrepasar eficiencias maiores que 1.

Estas corresponden cos datos do cadro 6.7 nos que se aprecia superaceleracién.

Eficiencia | s=1 | s=2 | s=4 | s=6 | s=8 | s=10 | s=12 | s=14
Nth=1 11086 087|088 1] 07| 073 069 ]| 0.63
Nth=2 0.86 | 0.87 | 0.89 | 0.73 | 0.70 | 0.86 | 0.80| 0.75
Nth=4 0.79 1 0.50 | 0.79 | 0.88 | 0.87 | 0.84 | 0.81 | 0.82
Nth=8 0.76 | 1.11 | 1.08 | 1.01 | 1.04 | 1.05| 1.00 | 0.75
Nth=16 0.57 | 1.06 | 1.08 | 1.06 | 1.06 | 1.07 | 1.04| 0.97

Cadro 6.8: Eficiencia s-GC

Ainda que a informacion que ofrece a medida da eficiencia ten algin matiz dife-
rente 4 aceleracion, nos seguintes métodos prescindese dos cadros con esta medida
xa que ¢ doadamente computable a partir dos valores da aceleracion, e polo tanto,

vén dando informacién redundante coa obtida a partir da aceleracion.

6.5.2. s-Residuo Conxugado

O método de proba neste caso é o Residuo Conxugado e a sua corresponden-
te variante en s-pasos. O método do Residuo Conxugado converxe para matrices
simétricas e non singulares. Ainda que a matriz non ten porque ser definida positiva
preséntanse os resultados obtidos coa mesma matriz que se usou para as probas no
s-Gradente Conxugado, a s3dkt3m2, de orde 90449 e 3753461 elementos non nulos.
Para o test de parada escéllese tamén € = 107%, do mesmo xeito que se fixo co

s-Gradente Conxugado. Exectitase o método orixinal (s = 1) e a correspondente
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variante en s-pasos para s = 2,4,6,8,10,12 e 14.

No cadro 6.9, co nimero de iteraciéons no que converxe, comprobase o esperado
en canto a que o nimero de iteracions decrece cando o valor de s aumenta, de xeito
que é aproximadamete igual ao niimero de iteracions do método orixinal divido polo
valor de s. Non obstante, o que destaca neste caso é que, ainda que a matriz e o test
de parada son os mesmos, o nimero de iteracions para a converxencia do método
¢ moito mais pequeno que o correspondente para o s-Gradente Conxugado, polo
que, neste exemplo, o s-Residuo Conxugado ten maior velocidade de converxencia

que o s-Gradente Conxugado.

s=1|s=2| s=4|s=6|s=8|s=10|s=12 | s=14
Iteraciéns | 4626 | 2313 | 1157 | 772 | 579 463 386 331
Iter(s =1)
Iter(s)

1 2 41599 799 999 | 11.98 | 13.98

Cadro 6.9: Iteracions s-RC

No cadro 6.10 méstranse os tempos de execucion. Estes son bastante menores
que no s-Gradente Conxugado en todos os casos. Pode comprobarse tamén como
en secuencial (Nth = 1), a diferenza do que acontece co s-Gradente Conxugado, os
tempos de execucion da variante s-pasos, con s = 2,4,6,8 e 10, son menores que o
tempo de execucién do método orixinal (s = 1), é dicir, neste caso, a variante en
s-pasos xa resulta algo mais eficiente que o método orixinal incluso en secuencial.
Este feito poderiase explicar pola localidade, as matrices de orde n x s caberian na

cache ata certos valores de s, e para valores maiores xa non caberian.

Tempo s=1 s=2 s=4 s=6 s=8 | s=10 | s=12 | s=14
Nth=1 | 224.91 | 210.24 | 189.10 | 203.05 | 214.41 | 220.47 | 240.41 | 266.11
Nth=2 | 129.67 | 101.69 | 93.86 | 117.22 | 117.18 | 121.66 | 129.31 | 135.59
Nth=4 62.11 | 60.63 | 56.13 | 51.70 | 51.82 | 57.37 | 53.04 | 57.25
Nth=8 2211 | 20.77 | 19.68 | 20.25 | 19.65 | 22.09 | 22.79 | 24.07
Nth=16 | 11.33 | 10.80 | 10.14 9.25| 10.72 | 1091 | 11.10 | 11.48

Cadro 6.10: Tempos de execucién s-RC

Os valores minimos do tempo de execucién para cada valor do nimero de fios

danse neste caso para maiores valores de s, s = 4,6 e incluso s = 8 con 8 fios. Ainda
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que para s = 14 segue reducindose o nimero de iteraciéns para a converxencia, os
tempos de execucion empeoran e, de feito, son maiores incluso que os corresponden-

tes do método orixinal (excepto para Nth = 4).

O cadro de aceleraciéns 6.11 mostra valores moi grandes da aceleracién tamén
para o método orixinal, habendo superaceleracién en 8 e 16 fios. Non obstante, a
aceleracion da variante en s-pasos ten valores por enriba da aceleraciéon do método
orixinal en todos os casos excepto para s = 14, obténdose superaceleracién, ademais

de para 8 e 16 fios, para alguns valores de s con 4 fios.

Aceleracion | s=1| s=2 | s=4 | s=6 | s=8 | s=10 | s=12 | s=14
Nth=1 1 1.07 ] 1.19| 1.11 1.05 1.02 0.94 0.85
Nth=2 1.73 1 221 | 240| 1.92] 1.92 1.85 1.74 1.66
Nth=4 3.62 | 3.71| 4.01| 4.35| 4.34 3.92 4.24 3.93
Nth=8 10.17 | 10.83 | 11.43 | 11.11 | 11.45 | 10.18 9.87 9.34
Nth=16 19.85 | 20.83 | 22.17 | 24.31 | 20.97 | 20.61 | 20.26 | 19.59

Cadro 6.11: Aceleracién s-RC

Méstrase a continuacién a grafica 6.2 coas aceleracions do método orixinal (s = 1)
e a variante en s-pasos para s = 2,4,6. Non se representa a aceleracion do resto
dos valores de s xa que son resultados moi similares e sobrecargan en exceso a
grafica. Nela pode comprobarse como os valores da aceleracion da variante en s-
pasos estan por enriba da aceleracién do método orixinal, se ben esta diferenza non

é tan pronunciada como é a do s-Gradente Conxugado.
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Figura 6.2: Aceleracién para s-Residuo Conxugado.

6.5.3. s-Ecuacion Normal

A variante en s-pasos da Ecuacién Normal aparece proposto en [22], mais non

existen, no noso conecemento, resultados numéricos desta variante na literatura.

O método da Ecuacion Normal é, na teoria, un método converxente para calquera

matriz cadrada singular. Os resultados que se mostran son os obtidos coa matriz

af23560, cadrada, non simétrica mais non singular, de orde 23560 e 484256 elemen-

tos non nulos. E sabido que o método da Ecuacién Normal ten unha converxencia

mais lenta que os anteriores, polo que para o test de parada témase un valor menor,

e=10""%.

Execttase o método orixinal e a variante en s-pasos para s = 2,4,6,8 e 10, pois

para s > 10 o nimero de iteraciéns no que converxe comenza a aumentar. O nimero

de iteraciéns en que converxen as distintas execucions preséntanse no cadro 6.12.

s=1 s=2 | s=4 | s=6 | s=8 | s=10
Tteraciéns | 21371 | 11641 | 5520 | 3565 | 2726 | 2240
Tter(s =1) 1| 184|387 599| 7.84| 9.54
Iter(s)

Cadro 6.12: Iteracions s-Ecuacién Normal
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Os tempos de execucion méstranse no cadro 6.13. Pode verse que a variante
en s-pasos, tamén neste caso, rebaixa os tempos de execucién en secuencial para
s = 4,6,8 e 10. Ademais, obsérvanse dous grupos de resultados, o primeiro corres-
pondente aos resultados en 2 e 4 fios (Nth = 2 e 4), onde se presentan diminuciéns
no tempo de execucién en todos os casos excepto s = 2 e 0 tempo minimo en s = 6.
E un segundo grupo, cos resultados correspondentes a 8 e 16 fios (Nth = 8 e 16),
onde os tempos de execucion s6 decrecen para s =4 e 6 e s = 2 en 16 fios, téndose

os valores minimos para s = 4.

Tempo s=1 s=2 s=4 s=6 s=8 | s=10
Nth=1 | 297.26 | 303.74 | 284.44 | 268.71 | 278.64 | 292.47
Nth=2 | 110.68 | 113.51 | 99.67 | 96.66 | 101.19 | 105.84
Nth=4 57.54 | 60.11 | 52.70 | 51.23 | 52.98 | 56.27
Nth=8 33.23 | 34.02 | 3046 | 31.13 | 33.41 | 34.63
Nth=16 | 2240 | 2140 | 20.02 | 20.34 | 23.16 | 23.59

Cadro 6.13: Tempos de execucion s-Ecuacion Normal

Os valores da aceleracion no cadro 6.14 mostran que, no caso da variante en s-
pasos da Ecuaciéon Normal, a mellora na eficiencia desta variante respecto ao orixinal
en paralelo non é moita, se ben para s =4 e s = 6 obténense mellores aceleracions

que co método orixinal (s = 1).

Aceleracion | s=1| s=2 | s=4 | s=6| s=8 | s=10
Nth=1 11 098] 1.05| 1.11| 1.07| 1.02
Nth=2 269 | 262 | 298| 3.08| 294 | 281
Nth=4 517 | 495 | 564 | 580 | 561 | 5.28
Nth=8 895 | 874 | 9.76| 9.55| 890 | 8&8.58
Nth=16 13.27 | 13.89 | 14.85 | 14.61 | 12.83 | 12.60

Cadro 6.14: Aceleracién s-Ecuacion Normal

Na grafica 6.3 pode visualizarse mellor o comentado anteriormente. Tan s6 se
representan os casos s = 1,2,4 e 6 e pode verse que non existen moitas diferenzas,
se ben as curvas de aceleraciéns dos casos s = 4 e s = 6 van por enriba da curva

correspondente a s = 1.



6.5. Resultados 109

16, 00

14, 00 ——s=1

12, 00 —|—s=2

s=4

10, 00
—-s=6

8,00

0, 00

Nt h=1 Nt h=2 Nt h=4 Nth=8 Nt h=16

Figura 6.3: Aceleracion para s-Ecuacién Normal.

6.5.4. s-Erro Minimal

A variante en s-pasos do Erro Minimal é unha das variantes que se aportan como
novidade nesta tese, proposta anteriormente en [3] polo autor e directores da mesma.
Neste mesmo artigo preséntanse tamén, de xeito resumido, os resultados numéricos

sobre esta variante que se mostran nesta seccion.

Dado que é un método converxente para calquera matriz cadrada non singular,
escoOllese neste caso a matriz fidapm1l, que é cadrada non simétrica de orde 22294
e con 623554 elementos non nulos. Despois de varias probas decidese escoller para
o test de parada ¢ = 1073, co que obtemos un nimero grande de iteraciéns ata
a converxencia. Execttase a variante en s-pasos para s = 1,2,4,6,8,10,12 e 14.
No cadro 6.15 moéstrase o numero de iteracions no que converxe cada programa

executado.

s=1 | s= sS= S= s=8 | s=10 | s=12 | s=14
Iteraciéns | 15526 | 8305 | 3897 | 2590 | 1570 1550 | 1294 | 1111
Iter(s =1)
Iter(s)

1] 1.87] 398 | 599 | 9.89 | 10.02 | 12.00 | 13.97

Cadro 6.15: Iteracions s-Erro Minimal
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No cadro 6.16, correspondente aos tempos de execuciéon para o s-Erro Minimal,
prescindese dos resultados para s > 8. Ainda que o numero de iteracions continuaba
diminuindo mais al6é de s = 8, non resultou asi cos tempos de execucion. Neste cadro
pode comprobarse como os tempos nas execuciéns en paralelo con 2, 4, 8 e 16 fios
decrecen a medida que aumenta o valor de s, obténdose os valores minimos en todos

0s casos para § = 8.

Tempo s=1 s=2 s=4 s=6 s=8
Nth=1 | 190.22 | 198.99 | 188.77 | 197.04 | 186.59
Nth=2 | 157.40 | 118.91 | 107.92 | 107.36 | 87.14
Nth=4 90.99 | 83.72 | T72.28 | 68.45| 55.56
Nth=8 83.64 | 66.84 | 56.24 | 54.32 | 44.06
Nth=16 | 83.49 | 61.53 | 54.01 | 49.85 | 40.24

Cadro 6.16: Tempo de execucion en segundos do s-Erro Minimal

As aceleracions poden verse no cadro 6.17. O método orixinal presenta acele-

raciéons moi baixas, non obstante a sua variante en s-pasos chega a duplicala para
s = 8.

Aceleracion | s=1 | s=2 | s=4 | s=6 | s=8
Nth=1 1.00 | 0.96 | 1.01 | 0.97 | 1.02
Nth=2 1.21 | 1.60 | 1.76 | 1.77 | 2.18
Nth=4 2.09 | 2.27 | 2.63 | 2.78 | 3.42
Nth=8 227 | 285 | 3.38 | 3.50 | 4.32
Nth=16 228 | 3.09 | 3.52 | 3.82 | 4.73

Cadro 6.17: Aceleracién s-Erro Minimal

No grafico 6.4 pode visualizarse como a curva da aceleraciéon crece mais rapida-

mente canto maior é o valor de s na variante en s-pasos.
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Figura 6.4: Aceleraciéon para s-Erro Minimal.

6.5.5. s-Residuo Minimal

A variante en s-pasos do Residuo Minimal foi proposta en [23]. Aparecen ade-
mais resultados numéricos da sda versién A'A-ortonormalizada en [29], utilizando
unha matriz de coeficientes que provén da discretizacion, polo método de diferenzas
finitas, dun problema de ecuaciéns en derivadas parciais con valores na fronteira e
que os autores se proponen. Nesta seccion preséntanse tamén resultados obtidos con
este método en s-pasos na stia versién A’ A-ortonormalizada, neste caso sobre unha
matriz exemplo da Matrix Market [61]. O método do Residuo Minimal converxe para
matrices cadradas non singulares e non necesariamente simétricas, mais coa sia par-
te simétrica definida positiva. Esta tltima caracteristica non aparece na informacion
que acompana as matrices da Matrix Market. Os resultados que se mostran nesta
seccién obtivéronse cunha das matrices non simétricas coas que o método orixinal
converxia. A matriz en concreto é a matriz fidapm37, que é unha matriz cadrada

non simétrica de orde 9152 e con 765944 elementos non nulos.

Executouse o método e a siia variante en s-pasos para os valores de s = 2,4, 6,8 e 10.
O test de parada nesta ocasién é € = 5 x 1078, Do mesmo xeito que nas anteriores,
o primeiro cadro que se mostra é o 6.18 coas iteracions nas que converxe o método

orixinal (s = 1) e a sda variante en s-pasos para os correspondentes valores de s.
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s=1|s=2|s=4| s=6| s=8|s=10
Iteracions | 8272 | 4134 | 2133 | 1359 | 1035 840
Iter(s =1)
Iter(s)

1 21388609 799 | 9.85

Cadro 6.18: Iteracions s-Residuo Minimal

No cadro 6.19 méstranse os tempos de execucion en cada un dos casos executados.
Os tempos de execucién son menores en paralelo con 2, 4, 8 e 16 fios, en todos os
casos da variante en s-pasos, excepto para s = 10 e 16 fios. Os valores minimos

danse para s = 6, excepto en 16 fios que se da en s = 2.

Tempo s=1| s=2| s=4 | s=6| s=8 | s=10
Nth=1 | 71.19 | 57.44 | 73.57 | 57.70 | 63.76 | 62.42
Nth=2 | 27.28 | 25.36 | 23.28 | 22.68 | 23.01 | 24.94
Nth=4 | 15.09 | 13.65 | 13.57 | 12.94 | 13.57 | 14.04
Nth=8 881 | 7775 781 | 7.62| 828 | 849
Nth=16 | 6.61 | 552 | 588 | 6.13| 6.60 | 7.48

Cadro 6.19: Tempo de execucién en segundos do s-Residuo Minimal

Os valores da aceleracién poden verse no cadro 6.20. Para 2, 4 e 8 flos consiguese

superaceleracion en todos os casos, sendo mais pronunciada na variante en s-pasos.

Aceleracion | s=1| s=2 | s=4 | s=6| s=8 | s=10
Nth=1 1] 1240 097 1.23| 1.12| 1,14
Nth=2 2.61| 281 | 3.06| 3.14| 3.09| 2.86
Nth=4 472 522 | 525| 550 | 524 | 5.07
Nth=8 808 | 9.19| 9.12| 935 ] 860 | 8&8.38
Nth=16 10.77 | 12.90 | 12.11 | 11.61 | 10.79 | 9.51

Cadro 6.20: Aceleracién s-Residuo Minimal

Na grafica das aceleraciéns 6.5, na que se representan unicamente os casos s =
1,2,4 e 6, poden verse as curvas das aceleraciéns para s = 2,4 e 6 por enriba da

curva da aceleracién para s = 1.
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Figura 6.5: Aceleracion para s-Residuo Minimal.

6.5.6. s-Orthomin(m) do Residuo Conxugado Xeneralizado

O Residuo Conxugado Xeneralizado require do almacenamento de todos os vec-
tores calculados nas iteracions anteriores, de igual xeito que a sia variante en s-pasos
require do almacenamento de todas as matrices direccién calculadas nas iteracions
anteriores. Como xa se viu, isto pode provocar problemas de almacenamento en me-
moria. O método Orthomin(m) fai uso unicamente das m direcciéns anteriores, no
método orixinal, ou das m matrices anteriores, na variante en s-pasos. No aparta-
do anterior presentdronse resultados do s-Residuo Minimal, que é o s-Orthomin(1)
do Residuo Conxugado Xeneralizado. Co mesmo problema que se obtenen resul-
tados para o s-Residuo Minimal en [29] preséntanse no mesmo artigo resultados
numéricos para o Orthomin(4). Neste apartado méstranse os resultados obtidos co
s-Orthomin(m) do Residuo Conxugado Xeneralizado para os valores de m = 3 e

m = b.

Executdronse os métodos orixinais (s = 1) e as stias variantes en s-pasos para os
valores de s = 2,4,6,8 e 10. O test de parada para o Orthomin(3) é e = 5 x 1077
e para o Orthomin(5) é ¢ = 107%, xa que este 1ltimo mostrou unha velocidade de
converxencia mais lenta. A matriz utilizada en ambos os dous algoritmos foi a mes-

ma que para o s-Residuo Minimal, a matriz fiadpm37.
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As iteraciéns nas que converxe cada algoritmo para os distintos valores de s

preséntanse nos cadros 6.21 e 6.22.

s=1| s=2 | s= S= s=8 | s=10
Iteraciéns | 9153 | 4738 | 2002 | 1268 | 923 744
Iter(s =1)
Iter(s)

1] 1.93| 457 | 7.22 | 992 | 12.30

Cadro 6.21: Iteracions s-Orthomin(3)

s=1|s=2|s=4| s=6| s=8|s=10
Iteracions | 9064 | 4490 | 1793 | 1118 835 628
Iter(s =1)
Iter(s)

1] 202] 5.06| 811 |10.86 | 14.43

Cadro 6.22: Tteraciéns s-Orthomin(5)

Nos cadros 6.23 e 6.24 preséntanse os tempos de execuciéon para os dous algorit-
mos. Pode verse nos dous algoritmos que os tempos de execucion son mais baixos
en todas as variantes en s-pasos que no respectivo método orixinal. Os minimos
valores para Orthomin(3) atépanse para s = 8, s = 6 e incluso s = 4 en 16 fios, e

no Orthomin(5) para s =8 e s =6 en 8 e 16 fios.

Tempo s=1| s=2| s=4 | s=6| s=8 | s=10
Nth=1 | 87.40 | 75.98 | 58.82 | 55.46 | 52.45 | 54.37
Nth=2 | 37.67 | 32.72 | 25.77 | 24.47 | 24.30 | 24.65
Nth=4 | 20.57 | 18.37 | 14.31 | 13.59 | 13.30 | 13.63
Nth=8 | 12.71 | 11.32 | 857 | 822 | 838 | 8.66
Nth=16 | 9.12| 878 | 6.55| 6.85| 7.24| 7381

Cadro 6.23: Tempo de execucién en segundos do s-Orthomin(3)
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Tempo s=1| s=2| s=4 | s=6| s=8 | s=10
Nth=1 | 101.93 | 84.40 | 60.83 | 55.18 | 56.65 | 53.41
Nth=2 44.29 | 37.07 | 26.83 | 24.93 | 24.62 | 24.01
Nth=4 23.48 | 19.97 | 14.47 | 13.07 | 13.88 | 12.90
Nth=8 13.53 | 11.70 | 847 | 7.84| 8.09 | 8.06
Nth=16 9.63 | 838 | 6.57| 6.00 | 6.52 6.61

Cadro 6.24: Tempo de execucién en segundos do s-Orthomin(5)

Os valores da aceleracién para o Orthomin(3) e o Orthomin(5) poden verse nos
cadros 6.25 e 6.26 respectivamente. Como pode verse, resultan valores moi altos,

habendo superaceleracion nos dous algoritmos en case todos os casos para 2, 4 e 8

fios.
Aceleracion | s=1 | s=2 | s=4 | s=6| s=8 | s=10
Nth=1 1] 1.15] 149 158 | 1.67| 1.61
Nth=2 232 | 267 | 3.39| 3.57] 3.60| 3.55
Nth=4 425 476 | 6.11 | 643 | 6.57| 6.41
Nth=8 6.88 | 7.72 | 10.20 | 10.63 | 10.43 | 10.09
Nth=16 9.58 | 9.96 | 13.34 | 12.76 | 12.06 | 11.20

Cadro 6.25: Aceleracién s-Orthomin(3)

Aceleracion | s=1| s=2 | s=4 | s=6| s=8 | s=10
Nth=1 1] 121 1.68| 1.85| 1.80 1.91
Nth=2 230 | 2.75| 3.80| 4.09| 4.14 4.24
Nth=4 434 510 | 7.04| 780 | 7.35| 7.90
Nth=8 7.53 | 871 112,03 |12.99 | 12.61 | 12.65
Nth=16 10.59 | 12.16 | 15.52 | 16.98 | 15.64 | 15.41

Cadro 6.26: Aceleracién s-Orthomin(5)

Nas graficas das aceleraciéns 6.6 e 6.7 represéntanse os casos de s = 1,2,4 e 6.
Nelas evidéncianse aceleracions mais pronunciadas para as variantes en s-pasos nos

valores s = 2,4, 6.
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Figura 6.6: Aceleracién para s-Orthomin(3).
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Figura 6.7: Aceleracién para s-Orthomin(5).

6.5.7. s-Dobre Serie Ortogonal

A variante en s-pasos do método da Dobre Serie Ortogonal é unha das apor-
taciéns deste traballo. O método orixinal, proposto en [5], converxe na teorfa para

calquera matriz cadrada non singular. Non obstante, nas probas realizadas, com-
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probouse que non tina moi boa converxencia coa maioria das matrices coas que se
estaba traballando. Finalmente, escolleuse a matriz de proba UTMb5940, cadrada,

non simétrica, de orde 5940 e 83842 elementos non nulos.

A variante en s-pasos exectitase para s = 2,3,4,5 e 6 pois para s > 6 0 nimero
de iteraciéns no que converxe comenza a aumentar. O test de parada utilizado
é e =5 x 107 No cadro 6.27 pode verse o nimero de iteraciéns no que converxe
cada unha das execucions realizadas. Neste caso sorprende o factor tan alto de

diminuciéon do nimero de iteraciéns para s =5 e s = 6.

s=1|s=2|s=3|s=4|s=5|s=6
Iteracions | 2263 | 1138 | 752 | 571 | 339 | 275
Iter(s =1)
Iter(s)

1] 1.99| 3.01 | 3.96 | 6.68 | 8.23

Cadro 6.27: Iteraciéns s-Dobre Serie Ortogonal

Como pode verse no cadro 6.28, os tempos de execucion da variante en s-pasos
estan por debaixo dos do método orixinal en todos os casos, incluso en secuencial

(Nth = 1). Os valores minimos obténiense en todos os casos para s = 6.

Tempo |s=1|s=2|s=3|s=4|s=5|s=6
Nth=1 | 9.12 | 7.61 | 7.06 | 6.98 | 5.15 | 5.10
Nth=2 | 491 | 431 | 432 | 434 | 3.25 | 291
Nth=4 | 2.82 | 252 | 2.58 | 2.68 | 1.93 | 1.74
Nth=8 1.89 | 1.65 | 1.64 | 1.68 | 1.21 | 1,15
Nth=16 | 1.76 | 1.43 | 1.55 | 1.43 | 1.15 | 1.07

Cadro 6.28: Tempos de execucion s-Dobre Serie Ortogonal

O cadro 6.29 mostra as aceleracions, que se mantenen na variante en s-pasos con

valores por enriba do método orixinal, atopandose os maximos para s = 6.
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Aceleracion | s=1 | s=2 | s=3 | s=4 | s=5 | s=6
Nth=1 11120 1.29 | 1.31 | 1.77 | 1.79
Nth=2 1.86 | 2.12 | 2.11 | 2.10 | 2.81 | 3.13
Nth=4 3.23 | 3.61 | 3.54 | 3.41 | 4.73 | 5.24
Nth=8 4.83 | 551 | 5.56 | 544 | 7.56 | 7.92
Nth=16 519 | 6.37 | 5.87 | 6.40 | 7.96 | 8.52

Cadro 6.29: Aceleracion s-Dobre Serie Ortogonal

Xa que hai menos valores de s, esta vez represéntanse todos os casos na grafica
de aceleraciéns 6.8. Nela poden verse todas as curvas, correspondentes aos distintos
valores de s, da aceleracion da variante en s-pasos por enriba da curva de aceleracion
do método orixinal. Distinguense os casos s = 5 e s = 6 con aceleracions algo mais

elevadas co resto.

9,00
8, 00
7,00 -
6, 00
5,00
4,00
3,00
2,00 -
1, 00
0, 00
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Figura 6.8: Aceleracion para s-Dobre Serie Ortogonal.

6.5.8. s-Gradente Biconxugado

E cofiecido que o método do Gradente Biconxugado pode dexenerar. Aparte
deste problema, deuse o problema engadido da falla de estabilidade en moitos ca-

sos da variante en s-pasos. Hai que lembrar que nesta variante non se puideron
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N-ortonormalizar as direcciéns calculadas en cada iteraccion. Esta falla de estabili-
dade, cuestion que deberia ser abordada nun futuro, provocou que chegara a suceder
situaciéns como que o mesmo programa (mesma variante co mesmo valor de s) con-
verxera ou non dependendo do ntimero de fios no que se executara. Non obstante,

é de esperar que este problema se poida mitigar coa utilizacién de aritmética en 128
ou 256 bits.

Entre as matrices probadas con este método escéllese a matriz fidapm37, cadrada,
non simétrica, de orde 9152 e 765944 elementos non nulos. Exectitase o método para
s =1,2,4,6. O test de parada utilizado é € = 5 x 10~%. No cadro 6.30 méstrase o

nimero de iteraciéns en que converxe cada programa executado.

s=1|s=2| s=4 | s=6
Iteracions | 277 | 140 94 49
Iter(s =1)
Iter(s)

11198 ] 295 | 5.65

Cadro 6.30: Iteracions s-BiCG

Mostranse os tempos de execucién no cadro 6.31. Dado que o nimero de itera-
ciéns no que converxe o método non é moi alto, tampouco o é o tempo de execucion,
polo que a ganancia en paralelo de tempo de execucién non é moita co respecto ao
orixinal en secuencial. Ainda asi a variante en s-pasos mellora estes tempos en todos

os casos, obténdose o valor minimo en paralelo para s = 6.

Tempo |s=1|s=2 |s=4|s=6
Nth=1 3.23 | 2.87 | 2.71 | 2.72
Nth=2 142 | 1.22 | 1.18 | 1.08
Nth=4 | 0.74 | 0.65 | 0.64 | 0.53
Nth=8 | 0.38 | 0.35 | 0.34 | 0.31
Nth=16 | 0.41 | 0.41 | 0.37 | 0.28

Cadro 6.31: Tempo de execucion en segundos do s-BiCG

Ainda que os tempos de execucién aparentemente no ofrecen moita ganancia,
no cadro de aceleraciéns 6.32 preséntanse aceleracions elevadas nalgins casos, por

exemplo para 4 e 8 fios hai superaceleracién en todos os casos. Os valores da ace-
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leracién da variante en s-pasos son superiores en todos os casos que os do método

orixinal, chegandose & méaxima para s = 6.

Na grafica 6.9 das curvas de aceleracion pode comprobarse como as correspon-
dentes & variante en s-pasos estan por enriba da correspondente ao método orixinal.

Non obstante, nesta grafica particular, resalta o feito de que as curvas de aceleracion

Aceleracion | s=1 | s=2 | s=4 | s=6
Nth=1 1.00 | 1.12 | 1.19 | 1.19
Nth=2 2.26 | 2.64 | 2.714 | 2.98
Nth=4 4.38 | 4.94 | 5.06 | 6.08
Nth=8 8.43 | 9.33 | 9.45 | 10.49
Nth=16 7.94 | 7.86 | 8.82 | 11.69

Cadro 6.32: Aceleracién s-BiCG

decrecen de 8 a 16 fios excepto no caso s = 6.
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Figura 6.9: Aceleracién para s-BiCG.




Conclusions e futuras linas de

traballo

Nesta ultima parte presentamos as conclusions do traballo realizado, centrando-
nos nas aportacions orixinais incluidas no mesmo. O obxectivo tltimo dos métodos
en s-pasos ¢ ganar eficiencia na implementacion en arquitecturas paralelas respecto
dos métodos orixinais, isto ¢, unha mellor escalabilidade na implementaciéon para-
lela, que se traduce nunha mellora dos tempos de execuciéon cando se aumenta o

niumero de fios ou procesos cos que é executado o método.

Os comenzos deste traballo xurdiron da necesidade de facer mais eficientes para a
programacion paralela os métodos iterativos de resolucion de grandes sistemas line-
ares. A idea era tratar de converter as operacions vector vector ou matriz vector, que
habia en cada iteracion destes métodos, en operacions matriz vector e matriz matriz
respectivamente, co fin de reducir o niimero de comunicacions entre procesos ou fios
e accesos & memoria con respecto ao nimero de operaciéns. Este foi precisamente
o logro das variantes en s-pasos propostas por Chronopoulos en artigos anteriores,
[23] e [24] basicamente. Por outra banda, cofieciamos o Algoritmo Xeral de Ortogo-
nalizaciéon (AXO) publicado en [51] e que supén unha xeneralizacion dalgins destes
métodos, os do tipo Gradente Conxugado, de xeito que, coa substitucion de duas
matrices parametro neste algoritmo, poden obterse como casos particulares méto-
dos conecidos como o Gradente Conxugado, o do Residuo Conxugado, o do Erro
Minimal, etc. O noso primeiro obxectivo foi obter unha variante en s-pasos deste

Algoritmo Xeral de Ortogonalizacién.

Unha das principais aportacions desta tese é a variante en s-pasos do Algorit-
mo Xeral de Ortogonalizacién, que denotamos por s-AXO, proposta no capitulo 2

e que supon unha xeneralizaciéon dos métodos en s-pasos xa conecidos e doutros

121



122 Conclusions e futuras linas de traballo

non conecidos ata o momento. Inspirandonos nas demostracions das propiedades do
AXO desenvoltas en [51] e [4], demostramos no mesmo capitulo propiedades anélo-
gas para o s-AXO. Estas derivan en dous resultados importantes, un de converxencia
e outro de estimacién do erro. Cando unha das matrices parametro, a denotada por
K, é simétrica, a versién correspondente evita ter que almacenar en memoria todas
as matrices cos vectores direccién que se calculan en cada iteracién. Pola contra, se
a matriz K non é simétrica, o almacenamento de todas estas matrices pode evitarse
coa versién Orthomin(m) deste método. Propofiemos entén a version Orthomin(m)
do s-AXO, que denotamos por s-Orthomin(m), e demostramos tamén un teorema
de converxencia para o mesmo. Finaliza o capitulo cunha seccion onde proponemos
unha modificacién do s-AXO e do s-Orthomin(m), ortonormalizando respecto da
matriz N (que depende dunha das matrices pardmetro) os vectores direccién en
cada iteracion do método. A introducion desta modificacién vén motivada pola pro-
cura dunha mellora na estabilidade dos métodos cando s > 5 e inspirase en [29],
onde se utiliza esta técnica no Residuo Conxugado Xeneralizado e o Orthomin(m)
con este obxectivo. Como resultado obtemos novas versiéns dos métodos s-AXO e
s-Orthomin(m) que serdn ademais as utilizadas para obter as variantes particulares

€n s-pasos.

No capitulo 3 substituimos as matrices parametro H e K por valores concretos
nos métodos s-AXO e s-Orthomin de xeito que imos obtendo as diferentes variantes
en s-pasos de métodos particulares. Ainda que a maioria dos métodos en s-pasos
expostos neste capitulo foron xa propostos en traballos anteriores, presentamos estes
na sua version N-ortonormalizada, o cal vén sendo unha aportacion nesta tese, ex-
cepto para a variante en s-pasos do Residuo Conxugado Xeneralizado que xa aparece
en [29]. Entre os métodos en s-pasos obtidos, hai un método non proposto anterior-
mente por outros autores, a variante en s-pasos do Erro Minimal, e que denotamos

por s-Erro Minimal.

Existe unha segunda forma do Algoritmo Xeral de Ortogonalizacién dada en [51].
Desta segunda forma pode obterse o método da Dobre Serie Ortogonal proposto por
Amara e Nedelec en [5]. No capitulo 4 proponiemos unha variante en s-pasos da se-
gunda forma do AXO e demostramos que é equivalente a forma orixinal do s-AXO.
Na segunda parte deste capitulo obtemos, a partir desta segunda forma do s-AXO, a

variante en s-pasos do método da Dobre Serie Ortogonal. Proponemos tamén unha
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version coa ortonormalizaciéon dos vectores direccién calculados en cada iteracién.

No capitulo 5 proponemos o tultimo método en s-pasos desta memoria, a variante
en s-pasos do Gradente Biconxugado (s-BiCG). E sabido que o Gradente Biconxu-
gado pode dexenerar, se ben existe un teorema de converxencia no caso en que non
dexenere. Neste capitulo conseguimos demostrar algin lema de ortogonalidade, mais
non un resultado xeral de converxencia, quedando isto como un obxectivo nas linas

futuras de investigacién que se proponen.

Por 1ltimo, no capitulo 6, mostramos os resultados numéricos obtidos na progra-
macion paralela dos métodos en s-pasos propostos nos capitulos anteriores. Execu-
tamos estes programas na computadora Finis Terrae do CESGA e utilizamos como
matrices exemplo matrices da Matrix Market Collection. Os resultados obtidos co-
rroboran unha mellora da eficiencia na implementacién paralela dos métodos en

s-pasos con respecto aos métodos orixinais.

A obtencién de variantes en s-pasos doutros métodos iterativos poderia ter in-
terese. En particular as dos métodos derivados do Gradente Biconxugado, como o
Gradente Conxugado Cadrado, o BICGSTAB ou o TFQMR. Este traballo poderia
intentarse abordar nun futuro se se consegue resolver a dificultade que presenta a
imposibilidade de poner as matrices dos vectores direccion como polinomios en A

polos vectores direccion iniciais.

No transcurso do traballo experimental atopamos problemas de estabilidade na
execuciéon de determinados métodos, a pesar da ortonormalizacion dos vectores di-
reccion en cada iteracion. Cremos que esta circunstancia é debida a que a velocidade
de converxencia dalgins dos métodos dependen do condicionamento de AA?. Faise
enton conveniente a utilizaciéon de precondicionadores para obter unha boa con-
verxencia. Nesta tese non abordamos este aspecto, pois o obxectivo ultimo é o de
proponer métodos iterativos en s-pasos e estudar a sua mellor eficiencia na imple-
mentacion paralela, independentemente da velocidade de converxencia dos métodos
orixinais. O estudo do precondicionamento destes métodos pode ser un aspecto abor-

dable no futuro.
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